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orj. s. 1 Ders 9

Değişik Türden yük dağılımları ve Dirac Distribüsyonu

hacimsel yüzeysel çizgisel
ρv [C/m3] ρs [C/m2] ρc

[
C
m
]

orijinal çizim, s. 1

x = 0’da ρs(y,z)
[

C
m2

]
yük yoğunluğu olsun, bu yüzeysel yük yoğunluğuna ilişkin hacimsel yük

yoğunluğu
ρv(x, y,z)
[C/m3]

= ρs(y,z)
[C/m2]

δ(x)
[1/m]
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δ(x)’in özellikleri ♡
1) a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d, e ≤ z ≤ f prizması içindeki toplam yük

(
ρv(x, y,z) = ρs(y,z) δ(x)

)
Q =

∫b
x=a

∫d
y=c

∫ f
z=e

ρv(x, y,z)dxdydz =
b d f∫∫∫

x=a y=c z=e
ρs(y,z) δ(x)dxdydz

=
∫b
x=a

δ(x)dx
∫d
y=c

∫ f
z=e

ρs(y,z)dydz ⇒ a, b < 0, Q = 0
a, b > 0, Q = 0

a < 0 < b, Q =
∫d
y=c

∫ f
z=e

ρs(y,z)dydz

∫b
x=a

δ(x)dx =
{
0, ab > 0
1, a < x < b

2) ρv(x, y,z) = f(x) ρs(y,z) δ(x) olsun
f(0) = 0 olursa
δ(x) nedeniyle x ≠ 0 ρv = 0

orj. s. 2 f(x) nedeniyle x = 0 ρv = 0
f(x) δ(x) = 0 ve f(0) = 0
f(x) = g(x) – g(0) olsun[
g(x) – g(0)

]
δ(x) = 0

g(x) δ(x) = g(0) δ(x)

3)
∫b
a
δ(x)dx =

{
0, ab > 0
1, a < x < b

a → –∞, b → x ∫x
–∞ δ(x)dx =

{
0, x < 0
1, x > 0

= u(x) birim basamak fonksiyonu

δ(x) = ∂u(x)
∂x

4)
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orijinal çizim, s. 2

f(x) =
{
f–(x), x < 0
f+(x), x > 0

x = 0’da süreksizlik var
f(x) = f+(x) u(x) + f–(x) u(–x)

f′(x) = f′+(x) u(x) + f+(x) δ(x)︸ ︷︷ ︸
f+(0) δ(x)

+f′(x) u(–x)1 + f′–(x) u(–x)

– f–(x) δ(x)︸ ︷︷ ︸
f–(0) δ(x)

orj. s. 3
f′(x) =

[
f′–(x) u(–x) + f′+(x) u(x)

]
︸ ︷︷ ︸

{f′(x)}

+
[
f+(0) – f–(0)

]
δ(x)︸ ︷︷ ︸

[|f|] δ(x)

f′(x) = {f′(x)}︸ ︷︷ ︸
Regüler kısım

+ [|f|] δ(x)︸ ︷︷ ︸
Tekil (singüler kısım)

gradV = ∂V
∂x e⃗x +

∂V
∂y e⃗y +

∂V
∂z e⃗z

∣∣∣,
x = 0’da bir süreksizlik olsun

1El yazısִnda satırִn ortasִndaki bu terim büyük bir çarpı ile çizilerek iptal edilmiş.
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orijinal çizim, s. 3

∂V
∂x =

{
∂V
∂x

}
+ [|V|] δ(x) + [|Ve⃗x|] δ(x)

∂V
∂y =

{
∂V
∂y

}
∂V
∂z =

{
∂V
∂z

}

V’nin süreksizliği herhangi bir S yüzeyi üzerinde olsaydı,

orijinal çizim, s. 3

gradV = {gradV} + [|Vn̂|] δ(s)

5) x = 0’da süreksizliği olan E⃗(x, y,z) için

div E⃗ = ∂Ex
∂x + ∂Ey

∂y + ∂Ez
∂z

∂Ex
∂x =

{
∂Ex
∂x

}
+ [|Ex|] δ(x)

∂Ey
∂y =

{
∂Ey
∂y

}
orj. s. 4

+ ∂Ez
∂z =

{
∂Ez
∂z

}
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div E⃗ = {div E⃗} + [|Ex|] δ(x)

= {div E⃗} + [|E⃗ · e⃗x|] δ(x)

Genel durumda bir s yüzeyinde süreksizlik varsa

div E⃗ = {div E⃗} + [|n̂ · E⃗|] δ(s)

rot E⃗ = {rot E⃗} + [|n̂ × E⃗|] δ(s)

6) Süreksizlik x = 0 yerine x = h’da olursa
δ(x) → δ(x – h) ∫b

a
δ(x – h)dx =

{
1, a < h < b
0, diğer

f(x) δ(x – h) = f(h) δ(x – h)
∂u(x – h)

∂x = δ(x – h)

orijinal çizim, s. 4

f′(x) = {f′(x)} +
[
|f(h + 0) – f(h – 0)|︸ ︷︷ ︸

∆f

]
δ(x – h)

7) Bir C eğrisi S1 ve S2 yüzeylerin ara kesiti olsun. C üzerinde bulunan ρc [C/m] için hacimsel yük
yoğunluğu

ρv(x, y,z) = ρc δ(S1) δ(S2)
S1 : x = a
S2 : y = b

δ(x – a)︸ ︷︷ ︸
S1

δ(y – b)︸ ︷︷ ︸
S2

orj. s. 5 Örneğin z eksenine yerleştirilmiş çizgisel

ρv(x, y,z) = ρc δ(x) δ(y)

8) (x0, y0,z0) noktasında bulunan q noktasal yük için hacimsel yük yoğunluğu

ρv = q δ(x – x0) δ(y – y0) δ(z – z0)
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orijinal çizim, s. 5

Örnek 1
∆
(

1
r′
)
= –4πδ(x – x0) δ(y – y0) δ(z – z0) olduğunu gösteriniz

r′ =
√

(x – x0)2 + (y – y0)2 + (z – z0)2

orijinal çizim, s. 5

V = 1
4πε0

q
r′

∆V = –ρv
ε0

Poisson hacim içinde yük varsa

∆V = 0 Laplace denklemi hacimde yük yoksa
ρv = q δ(x – x0) δ(y – y0) δ(z – z0)

∆

( 1
4πε0

q
r′
)

= – q
ε0

δ(x – x0) δ(y – y0) δ(z – z0)

1
4π ∆

( 1
r′
)

= –δ(x – x0) δ(y – y0) δ(z – z0)

orj. s. 6

∆

( 1
r′
)

= –4πδ(x – x0) δ(y – y0) δ(z – z0)

silindirik koordinatlardaki uzunluk ↓
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ρ2 = (x – x0)2 + (y – y0)2 olmak üzere

∆

(
ln

( 1
ρ

))
= –2πδ(x – x0) δ(y – y0)

orijinal çizim, s. 6

Q = ℓ · ρc (ℓ uzunluğu boyunca)∮
S
ε0 E⃗ · d⃗s = ℓρc

E⃗ = Eρ(ρ) e⃗ρ
d⃗s = ρdϕdz e⃗ρ∫ ℓ

z=0

∫2π
ϕ=0

ε0 Eρ(ρ) ρdϕdz = ℓρc

2πℓε0 ρEρ(ρ) = ℓρc

Eρ(ρ) =
ρc

2πε0ρ
⇒ E⃗ = ρc

2πε0ρ
e⃗ρ

E⃗ = –gradV ⇒ ρc
2πε0ρ

= –∂V
∂ρ

⇒ V = ρc
2πε0

ln
( 1
ρ

)
+ V0

∆V = –ρv
ε0

ve ρv = ρc δ(x – x0) δ(y – y0)

∆

(
ρc

2πε0
ln

( 1
ρ

)
+ V0

)
= –ρc

ε0
δ(x – x0) δ(y – y0)

ρc
2πε0

∆

(
ln

( 1
ρ

))
= –ρc

ε0

∆

(
ln

( 1
ρ

))
= –2πδ(x – x0) δ(y – y0)
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