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UYARI Bu belge, el yazısִ ders notlarından Claude (Anthropic) yardımıyla dijitale aktarılmıştır.
Yardımcı kaynak olarak hazırlanmıştır; hata veya eksik içerebilir. Lütfen orijinal notları ve ders
kaynaklarınִ esas alִn.
NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

orj. s. 1

Genelleştirilmiş Fourier Serisi Açılımı
Hatırlatma
The signals ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψN(t) ortagonal over [t1, t2] if∫ t2

t1
ψm(t)ψ∗

n(t)dt =
{
0, m ≠ n
Em, m = n

In addition, if Em = 1 ∀m the signals are orthonormal.

Herhangi bir x(t) işaretinin bu N ortogonal (dik) işaret ile yaklaşımִnı elde edelim

x(t) ∼= c1ψ1(t) + c2ψ2(t) + · · · + cNψN(t)
=
∑
n=1

cnψn(t), t1 ≤ t ≤ t2

Hata işareti (error signal) = e(t) = x(t) –
N∑
n=1

cnψn(t)

Hatanִn enerjisi (energy of error) = Ee =
∫ t2
t1

|e(t)|2 dt

Eğer yaklaşımִn katsayıları

cn = 1
En

korelasyon︷ ︸︸ ︷∫ t2
t1

x(t)ψ∗
n(t)dt; n = 1, . . . ,N

olarak seçilirse hatanִn enerjisi minimum olur.
Ortagonal işaret kümesi tam (complete) ise hatanִn enerjisi sıfıra gider ve yaklaşıklık eşitlik olur.

x(t) = c1ψ1(t) + c2ψ2(t) + · · · + cNψN(t) + · · · =
∞∑
n=1

cnψn(t), t1 ≤ t ≤ t2

↪→ Genelleştirilmiş F.S açִlımı (Generalized FS expansion)
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

orj. s. 2

Şekil: Bu sayfa tahtaya yazılmış notların
fotoğrafıdִr (eğik çekilmiş); içerik aşağıda aktarılmıştır.

(orijinal notta, s. 2)

Eğer yaklaşımִn katsayıları

Cn = 1
En

∫ t2
t1

x(t)ψ∗
n(t)dt ; n = 1, . . . ,N

olarak seçilirse hatanִn enerjisi minimum olur.
Ortogonal işaret kümesi tam (complete) ise hatanִn enerjisi sıfıra gider ve yaklaşıklık eşitlik olur:

x(t) = C1ψ1(t) + C2ψ2(t) + · · · + CNψN(t) + · · · =
∞∑
n=1

Cnψn(t), t1 ≤ t ≤ t2

↪→ Genelleştirilmiş FS açִlımı (Generalized FS expansion)

(x(t) işaret ailesi için N→∞ Ee → 0 ise
Basis functions (Temel fonksiyonlar)︷ ︸︸ ︷

{ψn(t)} ailesi tamdır. Bu durumda
x(t) işaret ailesi içindeki bütün işaretleri bu temel fonksiyonlar ile ifade etmek mümkündür.)
Parseval teoremi:

Ex = C21 E1 + C22E2 + · · · + C2NEN + · · · =
∞∑
n=1

C2nEn

orj. s. 3

Trigonometrik FS açılımı

∀t x(t + T0) = x(t)
F. Serisinin mevcut olma şartları:
1) x(t) bir periyoda boyunca mutlak integrali alִnabilir olmalִdır:∫

T0
|x(t)|dt <∞

(fourier serisi vardır, her noktada yakınsamaya bilir) } Zayıf (weak) Dirichlet şartı
2) x(t)’nin bir periyodunda sonlu sayıda maksimumu, minimumu ve süreksizliği vardır. } Kuvvetli
(strong) Dirichlet şartları
İkisi sağlanıyorsa fourier serisi açִlımı vardır.
∗ Laboratuvarda üretilen işaretlerin fourier açִlımı vardır

x(t) = a0 +
∞∑
n=1

[
an cos(nω0t) + bn sin(nω0t)

]
t1 ≤ t ≤ t1 + T0

ω0 = 2πf0 = 2π
T0
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

a0 = 1
T0

∫
T0

x(t)dt, an = 2
T0

∫
T0

x(t) cos(nω0t)dt, n = 1,2, . . .

bn = 2
T0

∫
T0

x(t) sin(nω0t)dt, n = 1,2, . . .

x(t) tek ⇒ a0 = an = 0
x(t) çift ⇒ bn = 0

∀n,m
∫
T0

sin(nω0t) cos(mω0t)dt = 0 ↗ ortagonaltir

∫
T0

cos(nω0t) · cos(mω0t)dt =
{
0 n ≠ m
T0/2 n = m∫

T0
sin(nω0t) sin(mω0t)dt =

{
0, n ≠ m
T0/2 n = m

← ortogonal

Parseval teoremi : Px = a20 + 1
2

∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)
orj. s. 4

Compact FS Expansion

an cos(nω0t) + bn sin(nω0t) = cn cos(nω0t + θn)

cn =
√
a2n + b2n , c0 = a0

θn = –arctan
(bn
an

)
x(t) = c0 +

∞∑
n=1

cn · cos(nω0t + θn) t1 ≤ t ≤ t1 + T0

Parseval Teoremi : Px = c20 + 1
2

∞∑
n=1

c2n

↑
Parseval teoremi : Px = a20 + 1

2
∞∑
n=1

(
a2n + b2n

)

Fourier spektrumu

cn × f = nf0 Genlik (Amplitude) spektrumu


Çizgi
(Line)
spektrumθn × f = nf0 Faz (Phase) ′′
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

Üstel FS Expansion
(Complex/Exponential FS expansion)

cn cos(nω0t + θn) = cn · 1
2
[
ej(nω0t+θn) + e–j(nω0t+θn)

]
= 1

2cnejθn︸ ︷︷ ︸
xn

·ejnω0t + 1
2cn · e–jθn︸ ︷︷ ︸

x–n

e–jnω0t

x(t) =
∞∑
–∞ xn ejnω0t

xn = 1
T0

∫
T0

x(t) e–jnω0t dt

∫
T0

ejmω0t · e–jnω0t︸ ︷︷ ︸
ej(m–n)ω0t

dt =
{
0, n ≠ m
T0, n = m

Parseval teoremi : Px =
+∞∑

n=–∞ |xn|2

ejnω0t nin gücü 1 dir.
orj. s. 5

xn = 1
2cnejθn n = 1,2, . . .∞

x–n = 1
2cne–jθn n = 1,2, . . .∞

x0 = c0 = a0

Üstel F. spektrumu

xn = |xn| ejθn

x–n = |xn| e–jθn

|x–n| = |xn| =
1
2cn

∠xn = θn, ∠x–n = –θn

|xn| × f = nf0 Genlik spektrumu
∠xn × f = nf0 Faz spektrumu

Örnek
Find compact FS expansion of x(t)
(Unipolar square wave)
Tek kutuplu kare dalgası

–2π –π –π/2 π/2 π 2π
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

⇒ T0 = 2π

x(t) = a0 +
∞∑
n=1

[
an cos(nω0t) + bn sin(nω0t)

]

a0 = 1
T0

∫
T0

x(t)dt = 1
2π

∫T0/2
–T0/2

x(t)dt = 1
2π

∫π/2
–π/2

1dt

= 1
2π π = 1

2 (ω0 = 1)

an = 2
T0

∫
T0

x(t) · cos(nt)dt ω0 = 2π
T0

= 2π
2π = 1

= 2
2π

∫π/2
–π/2

1 · cos(nt)dt = 1
π

sin(nt)
n

∣∣∣∣+π/2
–π/2

orj. s. 6

= 1
πn

[
sin

(nπ
2

)
– sin

(
–nπ

2
)]

an = 2
πn sin

(nπ
2

)
=


0, n çift ise
2π
n , n = 1,5,9

–2π
n , n = 3,7,11

1

x(t) çift ⇒ bn = 0

x(t) = 1
2 + 2

π

[
cos(ω0t) –

1
3 cos(3ω0t) +

1
5 cos(5ω0t)

– 1
7 cos(7ω0t) + · · ·

] ← ezberle

–cosa = cos(a – π)

x(t) = 1
2 + 2

π

[
cos(ω0t) +

1
3 cos(3ω0t – π) +

1
5 cos(5ω0t)

+ 1
7 cos(7ω0t – π) + · · ·

] ← ezberle

c0 = 1
2, cn


2
πn n tek
0 n çift

, θn =
{
–π, n = 3,7,11, . . .
0, n ≠ 3,7,11, . . .

∗∗

–T0 –T0/2–T0/4 T0/4 T0

1

t

1Claude notu: muhtemelen 2
πn ve – 2

πn olmal .ִ
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

a0 = 1
2, an = 2

πn sin
(nπ
2

)
, bn = 0

Burdan geçir

an = 2
T0

∫T0/4
–T0/4

1 · cos(nω0t)dt =
2
T0

sin(nω0t)
nω0

∣∣∣∣T0/4
–T0/4

= 2
nω0T0︸ ︷︷ ︸

2π

[
sin

(
nω0

T0
4

)
– sin

(
–nω0

T0
4

)]
︸ ︷︷ ︸

2 sin
(
nω0

T0
4
)

= 2
πn sin

(nπ
2

)
orj. s. 7

orijinal çizim, s. 7

Ödev olarak ispatlayınız

a0 = τ

T0
, an = 2

πn sin
(
nω0

τ

2
)
, bn = 0

orj. s. 8

Bipolar square wave (Çift kutuplu kare dalga)

orijinal çizim, s. 8
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

xb(t) = 2x(t) – 1 = 2
[
x(t) – 1

2

]
xb(t) =

4
π

[
cos(ω0t) –

1
3 cos(3ω0t) +

1
5 cos(5ω0t) –

1
7 cos(7ω0t) + · · ·

]
Örnek
Dürtü treni (Impulse train)

x(t) = sT0(t) =
∞∑

n=–∞ δ(t – nT0)

orijinal çizim, s. 8

a0 = 1
T0

∫
T0

x(t)dt = 1
T0

∫T0/2
–T0/2

x(t)︸︷︷︸
δ(t)

dt

︸ ︷︷ ︸
1

= 1
T0

∫b
a
f(t) δ(t – t0)dt =

{
f(t0), a < t0 < b
0, diğer

an = 2
T0

∫T0/2
–T0/2

x(t)︸︷︷︸
δ(t–0)

cos(nω0t)︸ ︷︷ ︸
cos(nω0·0)=1

dt = 2
T0

x(t) çift , bn = 0

x(t) = 1
T0︸︷︷︸

a0=c0

+
∞∑
n=1

2
T0︸︷︷︸

an=cn

cos(nω0t)

= 1
T0

[
1 + 2

∞∑
n=1

cos(nω0t)
]

c0 = 1
T0

, cn = 2
T0

, θn = 0

orj. s. 9
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

orijinal çizim, s. 9

Üstel FS açılımı

xn = 1
T0

∫
T0

x(t)e–jnω0t dt

= 1
T0

∫T0/2
–T0/2

δ(t)
0

e–jnω0t︸ ︷︷ ︸
f(t)

dt = 1
T0

x(t) =
∞∑

n=–∞ xnejnω0t = 1
T0

∞∑
n=–∞ ejnω0t

x(t) = sT0(t) =
∞∑

n=–∞ δ(t – nT0) =
1
T0

∞∑
n=–∞ ejnω0t

xn = 1
T0

, |xn| =
1
T0

, θn = 0

orijinal çizim, s. 9
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Analog Haberleşme Fourier serisi açılımları ve spektrum

Örnek

orijinal çizim, s. 9

Üstel FS açılımı

xn = 1
T0

∫
T0

x(t)e–jnω0t dt = 1
T0

∫T0/2
–T0/2

x(t)e–jnω0t dt

= 1
T0

∫τ/2
–τ/2

Ae–jnω0t dt = A
T0

e–jnω0t

–jnω0

∣∣∣∣∣
τ/2

–τ/2

= – A
jnω0T0

[
e–jnω0 τ

2 – e+jnω0 τ
2
]
= A

nπ sin
(
nω0

τ

2
)

orj. s. 10

xn = A
πn sin

(
n2πf0

τ

2
)
= A
πn

sin(nπf0τ)
πnf0τ︸ ︷︷ ︸

sinc(nf0τ)

·πnf0τ

xn = Af0τ sinc(nf0τ)

x(t) =
∞∑

n=–∞ xnejnω0t =
∞∑

n=–∞Af0τ sinc(nf0τ)︸ ︷︷ ︸
xn

·ejnω0t

T0
4 < τ < T0

3 → 3f0 < 1
τ
< 4f0 aralığında olsun

orijinal çizim, s. 10
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orijinal çizim, s. 10

–1 = e–jπ = cosπ︸ ︷︷ ︸
–1

–j sinπ︸︷︷︸
0

Ödev

orijinal çizim, s. 10

x(t) =
∑
n

xnejnω0t y(t) =
∑
n

ynejnω0t

yn = xnH(nf0)

H(f) =
∫+∞
–∞ h(t) e–j2πft dt

∗ Example 2.2.6
orj. s. 11

Şekil: Bu sayfa basılִ materyal içeriyor (ör. ders slayt )ִ; dijitalleştirilmedi.
(orijinal notta, s. 11)

a0 = 0 , an = 4
πn sin

(
nω0

τ

2
)

T0 = 10–5 , ω0 = 2π
T0

= 2π
10–5 = 2π 105 , τ = T0

2

an = 4
πn sin

(
n 2π
T0

· T04

)
= 4
πn sin

(nπ
2

)
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bn = 0

x(t) = a0 +
∞∑
n=1

[
an cos(nω0t)

]
+ bn sin(nω0t)

∞∑
n=1

4
πn sin

(nπ
2

)
cos

(
n2π 105t

)
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