GTU - Elektronit Miihendicligi

Diferanciyel Denklemler

1. Hafta - Diferanciyel denklemfere girig (teori)

Orijinal not: diferansiyel-teori-1-hafta-notum.pdf

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarimistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlar ve ders
kaynaklarini esas alin.

NOTICE  This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of

Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

Dif'emus':ye/ denklemfer

<N

ODe PDE

1T Tamm

x serbest degisken, y = y(x) ona bagli bir fonksiyon ve bu fonksiyonun ¢/, y”, - - y(”) arasindaki

F(X, Y, ‘:/ﬂ 9”, o '9(“)) =0 (T)

seklindeki denklemlere adi diferansiyel denklem denir.

eder F fonksiyonu y ve onun tirevlerine gére yani (y',y”, - - ,y<”)) lineer olursa bu durumda
(1)e lineer adi dif denklem denir

Ornedin: 1. mertebeden lineer adi diferansiyel denklem en genel sekli

a(x)@ + b(x) @ = c(x)

2. mertebeden lineer adi dif den en genel sekli

a1(0)y"(x) + az(x)y +az(x)y = b(x) olur

1= Ornek
3yy’ +y2 - 2x lineer olmayan birinci mertebeden adi dif denk
(1+ x2)@ +2x@ =3 lineer birinci mertebeden adi dif denk.

@ + ZX@ + x2 @ = sinx 2. mertebeden lineer adi dif denk
y" + 3g® =5 3., lineer olmayan adi dif denklem

(1) denkleminde n = 1 alirsak
Flxy.y) =0
1. mertebeden dif denk en genel halde elde edilir.
Eer bu denklem y’nin tirevine gére ¢d2ilebiliyorsa y' = f(x, y) seklinde yazilabiliyorsa 1.

mertebeden agik adi dif denk denir.
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D:‘Femus’iye/ Denklemler 1. Hafto - D:‘f’emugiye/ denklemlere girig (teori)

Eder y = @(x) fonksiyonu I = (o, B) aralidinda n. mertebeden sirekli tireviere sahip ve her x € T

icin
Fx, @(x), @' (0, -+, 0" (x)) = 0

sadliyorsa, bu durumda y = @(x) fonksiyonu I araliginda (1) denkleminin ¢620mudir.

- 1
Ornegin: y = x + — fonksiyonu I araliginda

V2

/

y=xy + ﬁ denkleminin ¢620midir.
Y
1 1
y' =1 X+ ——==x+

V2 V2

i Tanim
(1) denklemini @(x,y) = 0 seklindeki kapali fonksiyon ¢620mine onun integrali denir.

En basit adi dif denklemler;

D ¢ =fx) (veya % = f(x)) normalde y = F(x, y)

Eger f(x) fonksiyonunun ilkelleri F(x) + ¢, ¢ = sabit ise o halde bu denklemin ¢620mi
y= Jf(x)o{x+ C=Fx)+C

Ornek: y' = 2x, y = [2xdx=x%+C
Not: bir adi dif denklemin sonsuz sayida ¢620mU vardir.

@y=y (%=1

[
X’J%wdy+c
Gy)+c

1
Burada G(y) fonksiyonu —"nin ilkelidir
@) yonv 273

y' = x+sinx
2
X
y= 3—cosx+C

= Ornek
y =y’ +y

=nlyl=nly+11+C
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D:‘Femns’iye/ Denklemler 1. Hafto - D:‘Femuglye/ denklemlere girig (teori)

=1 =—1
1 1 A &

= = — 4+ —
y2+y yly+1) oy y+1
x=ln J + C, CeR

y+1

y=0, y=-1

y2+y=0 = y=0, y=-I

denklemde koyariz
denklemi sagladiklar igin ¢620mdir

@ Cauchy Problemi (veya baglangig deder problemi)

y = flx,y) denklemini alalim. f(x, y) fonksiyonu bir D C R2

bdlgesinde tanimli olsun. Bir (xp,Yp) € D noktasini alalim, R?
y' = f(x,y) denkleminin y(xp) = yo kosulunu saglayan ¢d2minin 'm
bulunmasi problemine Cauchy problemi [ baslangig deder problemi v
denir.

Y if(x,y) (2a)} 2)
y(xo) = Yo (2b)

X0, Yo dederlerine baslangig verileri, (2b)'ye baslangig kosulu denir.

Simdi: y' = flx,y), Z{('Z = f(x,y) denklemi igin bazi ¢620m ydntemleri belirleyelim

_ Mxy)
9= =Ny

oldugunu kabul edersek denklemi simetrik sekilde

M(x,y)dx + N(x,y)dy = O

denk denklemine dénisir

Q) Ayrilabiliv denklemler

y' = (x)F2(y) seklinde veya
M1 (x) M5 (y) dx + No(y) - Ni(x)dy = O seklindeki denklemlere
ayrilabilir denklemler denir.

Eger M5 (y) Nqi(x) # O ise

Mi() Ma(y)dx | Na(y) Ni(x)dy _
M2 (y) N1 (x) M2 (y) N1 (x)

M) o, Na(y)
dx + dy=0
i) ™ 1z (y)
elde edilir. Bu esitligi integrallersek

My (x) Naly)
JN1(x)dX+JM2(g)d9'C' VCeR

elde edilir ki bu da ayrilabilir dif denk ¢620midir

M5 (y) = 0, Ni(x) = 0 oldugu durumlara ayrica kontrol edilmelidir
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D:‘Femucige/ Denklemler

1. Hafto - D:‘femus’iye/ denklemlere girig (teori)
Orneb

x(1+y2) +y(1+ xz)z{li = 0 denkleminin integralleyiniz

x(1+y2)dx+y(1+x2)dy =0
(1+y?)(+x2)#0
X y _

T 2 dx + T+ 52 dy =0

X Yy il
J1+X2dx+J1+y2dg»O

1 2x 1 2y
dx + = dy =0
2J7+x2 g 2JT+92 Y

5[;/\(1 +x2) + %(n(T +y?)=c

—_

(1 +x2)(1+y2) = 2C

(1+x2)(+y?) =y, c1=e?>0

¢620m ailesi

Ornek

''=xy2 +2
{y * ™ baslangig deger problemini ¢620niz.
y(0) =1

% = x(y* + 2y)
dy — x(y? + 2y)dx = 0

y’+2y#0,

d

9 —xdx=0
y2 + 2y

J dy —dex=C, CeR
y2 +2y

11 _ A 8
y2+2y yly+2) Yy  y+2
A i) L
2 y y+2 2
1 x2
5((V1(y(—lmly+2|)—k=c
Y il1.2- Y|l _¥.2c
n +2} X 2C ’y+2 e
Y — 2Cq x2
y+2 et
2 2
NP ¢ = 7626 1. y =yCe* +2Ce*
y+2 y(1—ce’’) = 2ce<
2
_ 2Ce _ 2¢
= yﬂ'1—CeX2’ burada C = Fe“*1 # 0
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D:‘Femus’iye/ Denklemler 1. Hafto - D:‘feraus’;’ye/ denklemlere girig (teori)

y =0 Vv ¢620m
2
+2y=0 — +2)=0 — 0=4x-4
Yo+ 2y yly +2) y= 2 //< x X’> ¥
0=0

X0 Yo

y(0)=1

_2¢ef
T 1-ce0

1-C=2C
3C=1

1

W| =

Baslangig deger probleminin ¢620md

_ 2 %exz ZeX2
Y

1—%5%2 3—eX

|
¥
o
C
=

Ornek
rex dx — (1+€X)ydy = 0 denkleminin (0,1) noktasindan gegen integral egrisini bulunuz

{exo(x—(1+ex)go(g =0

y( =1t
eX
1_'_exo(x—yo{y=0
eX
J1+exdx—Jydg:C

92
(w(1+ex)—3 =0

y? =21+ -2C
y2=2W(1+&)+C  VCeR
1=2Wm(1+e%+c¢C
C=1-2W(2)

2 x T+eX
= y =21+ +1-2Wn(2) =2 > +1

() Ayrilabifen denkleme indirgenebilen denklemfer
@ y' = flax + by + c)

/

—4 olduguna gore

denklemi ax + by + ¢ = 2, 2(x) dénisimiyle 2’ = a + by = ¢’ = = p

2 =a+bf2)

seklinde ddnisiy, bu bir ayrilabiliv denklemdir

'Claude notu: (0,1) noktasi igin muhtemelen y(0) = 1 olmali (asadida x = 0 kullanilmis).
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D:‘Femus’iye/ Denklemler 1. Hafto - D:‘feraus’;’ye/ denklemlere girig (teori)

Ornek
y' = cos(x — y — 1) denklemini ¢620ni2

B Cozim: 2 = x —y—1, 2 = 2(x)
2ET-ly =y =1-
yerine yazarsak,
1-2' = cos(2)

2’ =1-cosz

d
dli=1—cosz = dz—-(1—cos2)dx =0
d
1—cosz¢OiseJ'2=Jo{x
1—cosz
cos22=1-2sin?z cosz:T-—Zsim23 2sin2§=1—cosz
d
J_—22=X+C:> —cot<£)=x+c
2sin” £ 2

cot (X—TEH) = —-Xx-cC

1J dz —TJ du
2 ) sin? 2 ) sin2u

2
2

—cotu

e (3)

1l—cosz2=0=cosz2=1=2=2nmr, n=012,...

x—y—-1=2nmt=>y=x—-2nn—1 bdylece ¢620m ailesi

cot <>(—ng—1> =—x+¢ VceR

y=x-—2nm—1 n=012,...

F(Ex, ty) = f(x,
3 Aurilabilen denkleme indirgenebilen denklemler i W(X E}Jé
S

(@ Homojen denklemler;

y = f(;) 3 seklindeki denklemlere homojen denklemler denir.

bu denklem % = v, u(x) = v, donisimi ile ayrilabiliv denk ddnistirLor.

%—U:>y=xu:>y’=u+x-u’

yerine yazarsak v+ xJ' = f(v)

du
x— =Ffu)—u
Rl
2Clavde notu: u = 2(2, dz = 2 du oldugundan muhtemelen %I% = ISI;"{—?U olmali (sonug — cot v bununla

uyumlo).
3Claude notu: asadidaki £ = u dénUsimine gdre muhtemelen y' = F(£) olmal.
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Diferanciyel Denklemler 1. Hafta - Diferanciyel denklemlere giri¢ (teori)
b Y qirig

dv _ dx

A)rur @ —r I((U)—-U’Y

ve bu esitligi integrallersek ¢620m elde ederiz
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