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Diferanciyel Denklemler

7. Hafta Uygulama — Cauchy—Euler denklemi ve mertebe indirgeme

Orijinal not: DIF-uygulama-a-hafta.pdf

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders
kaynaklarini esas alin.

NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

Hatiofval

* aox“g(”) + a1x/<_1g(“_7) +ot auixy’ + any = F(x)! seklinde degisken katsayili denkleme

"Cauchy-Euler denklemi” denir, burada ag, a1, . .., an sabitlerdir. Bu denklemi ¢dzmek igin x > 0
oldugunda x = et (x < 0 oldugdunda ise x = —et) dénisimi yapmamiz gerekiyor. Bu ddnisim
sayesinde, denklem sabit katsayili bir denkleme ddnisir ki, bu denklemin de karakteristik
denklemi

aoklk=1)...(k=n+N)+aklk=1)...(k=n+2)+ -+ a, 2k(k—1)+a,_1k+a, =0

olur. Bu denklemi elde etmenin basit yolu y = x€ ddniisimi yapmaktir.
YUksek mertebeli degisken katsayili denklemlerde bir diger ¢620m ydntemi mertebelerin
indirgenmesi yontemidir.

a0 (Y™ + ar(x)yD + -+ a1 (XY + an(x)y = 0

denklemi verilsin ve bu denklemin bir y1 = yp(x) ¢620m0 bilinsin. Bu durumda, “y = v - y1 ;
v = u(x)” dénisimiyle ve daha sonraki adimda ¢’ = v dénisimiyle denklemin mertebesi
dUser. Boylece (n —1). mertebeden denklem elde edilir.

Algtirmalar

I

Ornek 1

x2y" + xy' + y = 4sin(lnx) denkleminin ¢620mins bulunuz.

Cb’z[im: Bu denklem bir Cauchy-Euler denklemidir. Bu durumda, x > O kabul edelim ve x = ef

dontsimi yapalim. Bu ddnlsim sayesinde elde edecegimiz sabit katsayili denklemin
karakteristik denklemi,
r(r=1)+r+1=0=r’+1=0

elde edilir. O halde, E(:l et) donlsiminden sonra elde edilen sabit katsayili denklem
t=lnx

"Claude notu: muhtemelen arx” Ty olmal.
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x2y" — axy' + 4y = ax2 — 6x> denkleminin ¢620mind bulunuz.
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g’t’ + yr = dsint seklinde olmalidir. Simdli, bu denklemin ¢620mind bulalim.

y’t'+yt=0:>r2+1=O:>r1=i, ro = =i = |yp(6) = crcost+cosint cp,c0 €R

yp(t) = € (Acost + Bsint)

Denklemde
Yp(€) = Acost + Bsint + ¢ (-Asint + Bcost) = yerine
yg(t) = —Asint + Bcost—Asint + Bcost + t(—Acost —Bsint) yazalim

—2Asint+ 2Bcost =4sint=868=0, A=-2

O halde, &zel ¢620m yp(¢) = —=2¢cos t bulunur. Bu durumda genel ¢620m

y(t) = cicost+cysint — 2tcost

olacagindan t = lnx donlsimi yapilarak

y(x) = cycos(lnx) + co sin(lnx) — 2 laxcos(lnx) ; ¢j,co €R

bulunur.

Ornek 2

2,1

I

Cb’zd'm: Bu denklem bir Cauchy-Euler denklemidir. Bu durumda, x > O kabul edelim ve x = et

donlsimd yapalim. Bu dénisim sayesinde elde edecedimiz sabit katsayili denklemin
karakteristik denklemi,

r(r=1)—-8r+4=0=r>-5r+4=0

elde edilir. O halde, x = ¢ (¢ = nx) dénisiminden sonra elde edilen sabit katsayili denklem
9/6/ - Sg’t + 4y, = qe?t — 6e3t seklinde olmalidiv. Simdli, bu denklemin ¢820mind bulalim.

y’t'——Sg’t+4yt:O#r2—5r+4=0:>r1=4, ro =1=|y,(t) = cre® +coet; ¢1,c0 €R

yp(€) = Ae’t + Be3t

g}’)(t) = 242t + 3Be3t Denklemde yerine yazarsak
yp(6) = aAe?t + age3t

ahe®t + aBe>t — 1042t — 158e3¢ + aAe?t + 4Be>t = ge?t — 6>t
= —24e%t —2Be3t = qe?t et = 4=-2,8=3
= yp(t) = —2e2t + 336
Bu durumda, genel ¢620m
y(6) = cre® + cyet — 2226 + 3e3¢

olacagindan € = lnx dontsimi yapilarak

y(x) = cixt +cox—2x2 +3x> ;¢ €R

bulunur.
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dx2 dx

— 4x—= + 4y = 0 denkleminin y = x verilmis bir ¢620mU olsun. Genel ¢620mi bulunuz.
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Ornek 3
24 ’y dy

Cé'ziim:y =u-x ; u=0(x)donlsimi yapalim
y=ux:>y’=xu’+u:>y”=U’+xu”+c/=xu”+2(/

Denklemde yerine yazarsak,

3//

x2 (x" + 20) = ax (x/ +v) + dux = 0 = x>J" + 2x20 — ax?J = dxu + dux = 0

= x> -2x%J =0
Simdi; ' = v ddnisimi yapalim.

2 2
Vx3—2x?v=0=V - pagy 0 — Bu bir lineer denklemdir. a(x) = %
0. integrasyon garpani hesaplanir.

—f%o{x: e—2lmx: i

integrasyon garpani = I(x) = e 5
X

1
Lineer denklemin her tarafini — ile garparsak,
X

1 2 1 ! 1
Xlzv'—xgv:O:><X’2-v) =O:>X7v=c:>v=c1x2; cqeR

3

X
:>/U/=C1X2 :}U:CTJXZdX:} U(X):C1?+C2; (9 72%) eR
V=u

3 N
di= c1l +cr = ylx) = c1~ +eox = [Y(x) = cox + cax?; coc3 €R
=Y X 3 3
x ———
c3
| elde edilir.
Ornek 4

2
(2x + T)Z({g - 4(x+ T)Z((i + 4y = 0 denkleminin y = X verilmis bir ¢620mi olsun. Mertebe
X

dUsUrerek genel ¢620md bulunuz.

Cozim: y = ux* 5 v = u(x) dENTsTIMU yapalim.

y=uve =y = e+ 20 =y = e + 26XV + 4eFu + 222
Denklemde yerine yazarsak,

e?X(2x + 1) (V" + 4U + 4u) — 4(x + 1)e®* (V' + 20) + due® = 0
= (2x+ D) (V" +ad +4u) —a(x+1)(J+20v) +4u=0
= 2x0" + 8xt + 8xu+ " + 4 + 4u—ax) - 8xu—4J —8u+ 4u =0
= (2x+ 1D +axd =0

Simdi, V' = v dénisimi yapalim.

ax
2x + 1

2x+ 1)V +axv=0=V+ v = 0 — Lineer denklem ve a(x) =

X
2x+1
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integrasyon garpani

t
2xdx -1 e
:> I(X) = er Sxt] T e-ert = et—[ﬂf = ? = 82X+1(2X+ 1)—1
2x+1=¢
2adx=dt

Lineer denklemin her tarafini e?**1(2x + 1)~ ile carpalim

/
etV + axe? M (2x+1)v=0= <e2X+1(2x+ T)_1v> =g f

g2xt1 —iot C(2X+ 1)
2X+1V'-C vrE o2x+1
2 " J : (Kismi integrasyon)
r_ c(ex+ L X+ 1 _ . —(2x+1)
Rt ’W;‘U(X)’CJWO‘X = u(x) = cre (x+D+ca
c3
A
+1
= L: al (X )+C2:> y(x)26232X+C3(X+1);62,C36R
u=% e2x e e2x
esX
bulunur.

*Clavde notu: muhtemelen y = ve®™ olmali (sonraki satirda dyle kullanimis).
%Claude notu: muhtemelen ilk terim e 1(2x + 1)V olmal.
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