GTU - Elektronit Miihendicligi

Diferanciyel Denklemler

1. Hafto Uyguloma. (2. ders) — Ayrilabifir ve homajen denklemfer

Orijinal not: diff-2.ders-1-hafta.pdf

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarimistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlar ve ders
kaynaklarini esas alin.

NOTICE  This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

Hatitinfwa

# x badimsiz degisken, y = y(x) ona badli fonksiyon ve bu fonksiyonun y’, y”, . ..,g(”) tirevleri
arasindaki

F(x,g,g',y”,...,g(”)> =0

seklindeki iliskiye “n. mertebeden adi diferansiyel denklem” denir.

# Eder F fonksiyonu y ve onun y',y”, .. .,g(”) tirevlerine gdre lineer olursa bu durumda denkleme
“lineer adi diferansiyel denklem” denir.

# Aynlabiliv denklemler: y' = f1(x) - f2(y) seklinde veya My(x) - M5 (y) dx + N1(x) - N2 (y)dy = O
seklindeki denklemlere “degiskenlerine ayrilabilir denklem” denir.
Bu durumda, M5 (y) - Nq(x) # 0 olursa, denklemi bu garpana bélup, integral alinirsa diferansiyel
denklemin genel ¢620mi elde edilmis olur. Tabi, bu durumda M5 (y) - N1(x) = O durumu igin
¢620m kaybolabilir. O ybzden bu durumu ayri incelemek gerekir.

# Aynlabiliv denklemlere indirgenebilir denklemler: iki tip denklem vardir.

(@) y = flax+ by + ¢) = 2 = ax + by + ¢ dénisimi yapilarak integral alin.
(b) Homojen denklemler: y' = f(%) =u= ;% donisimi yapilarak integral alinr.

Algtirmalar

Ornek 1
Asagdida verilen diferansiyel denklemlerin tirlerini mertebelerine gdre belirleyiniz

* Z(TZ +x2y = xe? — 1. mertebeden lineer denklem

a
, Y
dx?

O{2
* o(lg +ysinx=0 — 2. mertebeden lineer denklem
X

S

2

+ (%) +5Sy =0 — 4 mertebeden lineer olmayan denklem
X
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6 aq 3
* dix + (d X) (d X) +x=¢t — 6. mertebeden lineer olmayan denklem

de  \ ded |\ de3
3
* Z({xg + 43}(524 539 + 3y = sinx — 3. mertebeden lineer denklem
Ornek 2

x3 + 3xy? = 1 fonksiyonunun 0 < x < T aralidinda 2xy (Z{li) +x2 + y2 = 0 diferansiyel

denkleminin bir kapali ¢620mU oldugunu gdsteriniz.

Cé’zd'm: x3 + 3xy? = 1 ifadesinin x e gdre tirevini alalim.

3x2+3g2+6xgg’=0:>3(x2+92+2xyg'>=Oé x2+92+2xyg/=0

L saglandigindan verilen kapali form diferansiyel denklemin bir ¢620mUdir.

0”rneé3
d>y _d%y dy

‘ f(x) = e fonksiyonunun —= —3——= — 4—= + 12y = O diferansiyel denkleminin bir ¢620m0

dx3 dx? dx
olmasi igin m nin alacag degerler nedir?

Cozitm: y = e™, y' = me™, y' = m?

koyarsak,

mx

e™, y" = m3e™ diferansiyel denklemde yerine

#0
3 2 G 3 2
m>e™ — 3mce™ — ame™ + 12" = 0 = "X (m - 3m —4m+12) =

=m>-3m?—am+12=0=m?’mM-3)—4m-3)=0=(m—-3)m-2)(m+2)=0
=>m==2, 3

elde edilir. O halde diferansiyel denklemin ¢szimleri y = e2%,e=2%, e3* seklindedir.

Ornek 4
5x2y2 — 2x3y2 = 1 fonksiyonunun x <Zz> +y = x3y3 fonksiyonunun 0 < x < % araliginda

denklemin ¢620mdU oldugunu gdsteriniz.

g3 |

cb'ziim: Sx2y? — 2x3y? = 1 fonksiyonunun x e gdre tirevini alalim.
TOxyz + TOngg’ - 6x2g2 = 4x39g’ =0=xy (10xg - 4x2y) = 6x2g2 = TOxy2

, _ 2xy (3xy — Sy) , _ 3xy-Sy
~1 " 2xy (S — 2x) ANy

ifadesini diferansiyel denklemde yerine yazalim:

’ 3xy — Sy 3xy — 5y + Sy — 2xy xy
+y=——=4+4+y-= =
il W R T 5 — 2x 5-2x |
Sx2y2—2x3y2=1:>x2y2(5—2x)=1;\'5—2x=w
xy +y = XTQ :>xg/+y=x3g3

x2y2

elde edilir. Boylece ¢620m oldugu gdsterilmis olur.
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Orneb 5
f(x) = T nin (1+ xz)@ + 4xﬂ + 2y = 0 diferansiyel denkleminin ¢620mi oldugunu
AN ES olx2 ax Y Y ¢ 3
g0steriniz.
[ Coziim:
i 1 /—i " _ —2(1+X2)2+8X2(1+X2) - 6)(2—2
IT Ry |4 (1+x2)2’ g (1+x2)4 (1+x2)3

ifadelerini diferansiyel denklemde yerine koyarsak,

=0

(1+x2)(6x2—2)+4 ( —2x > 2 6x?—2-8x?+2+2x7

(1 +/x2)3 (14 x2)2 1(14;;5 - (1+x2)2

L oldugundan verilen f(x) fonksiyonu diferansiyel denklemin bir ¢620midir.

= Ornek 6
Asagida verilen diferansiyel denklemleri ¢620nz.
(@) dxydx + (x2 +Ndy =0 © y +y2sinx=0
(b) cosecydx + secxdy = 0 @) y' = (cos? x)(cos? 2y)

B Coziim: (o) y(x? +1) # 0 olmak Uzere,

ax 1 2x dx 1
dx+ —dy=0=2 |5+ | —dy = 2n(x2 + 1)+ =

et Ly =052 [ 2% [laym e 5 2t + D+l =

x2+1=y

2xdx=du

(2 + D21yl = _ | e

= ln(x + 1) |9|’51:>|9|’m
¢ ceR

e“1=:§>0 7 (XZ + T)ZI
Simdi, kaybolma ihtimali olan ¢gz2Umlere bakalim:
y(x2 +1)= 0=y =0 — Bu ¢620mU yukarida ¢ = 0 yazarak elde edebiliriz. O halde, ¢620m

ailesi
c

y= m, ceR
seklindedir.

(b) cosecy-secx # 0 olmak Uzere

dx . dy
secx cosecy

=0 = cosxdx+sinydy =0 :>Jcosxo{x+Jsimgdg =c

= |sinx—cosy=c|, ceR

© % + g2 sinx=0 = dy + 92 sinxdx = 0 denklemini ¢dzelim.

y2 # 0 olmak Uzere,

ﬂ+sinxdx=0:> ﬂ+ sinxdx—’-—c:>—1—cosx=—c:>1+cosx=c
y? y? y y

Simdi, kaybolma intimali olan ¢éz2Umlere bakalim.
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y2 =0 = y = 0 bir ¢620mdir. O halde, ¢520m ailesi
1
—+4+cosx=c; ceR
Yy
y=z o0
seklindedir.
(d) % = (cos? x)(cos? 2y) = dy = (cos? x)(cos? 2y) dx denklemini ¢szelim.

cos? 2y # 0 olmak Uzere,

d d
J —coszxdx=0:>J J —Jcoszxo{x:q
cos? 2y cos? 2y
dy cos 2x +1 tan2y  sin2x  x
= dx = = — ==
Jcos2 2y J 2 FRT T2 4 2

:l> 2tan2y —sin2x—-2x=¢, ceR !

(2c17¢c)
Simdi, kaybolma ihtimali olan ¢o2imlere bakalim.

2n +1 2n +1
(nanm 20+

2
2y=0= 2y == .
cos” 2y = 2y 5 2

Vn € N — ¢620mddr

O halde, ¢620m ailesi,

(2n+1)

{2tom2g—siv12x—2x=c, ceR
a

==

T, neN

seklindedir.

Claude notu: denklem 4 ile garpildigi igin muhtemelen 4cq = ¢ olmall.

— Ornek 7
Asadidaki baslangig-deder (Cauchy) problemlerini ¢d2Unvz.
(@ (y+2)dx+y(x+4ad)dy =0, y(-3)=-1

241) 1
b) ' = L' 0)= ———
(b) y a3 y(0) 75

© (3x+ 8)(y2 + @) dx — 4y(x2 + Sx+ 6)dy = 0, y(1) =2

B Coziim: (o) (y + 2)(x + 4) # 0 olmak Uzere,

: d /' YFy+2-2
x Yy _ X Y =
x+4+9+2dny:>JX+4+J g+2 U7C
dx 2
:>JX+4+J<1_y+2>o(g»c:>m[x+4(+g—2[n|g+2|»c
x+4al _
:}y‘l‘[VlW—Z)Z—‘C, CGR

Simdi, kaybolma ihtimali olan ¢gz2Umlere bakalim.

(y+2)(x+4)=0=y=-2— ¢d2Umdir.
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+ ln he 4 =
STy 22
y=-2,x=-4

O halde, ¢620m ailesi

seklindedir. Simdli, y(=3) = =1 kosulunu saglayan ¢620mi bulalim.

1
—1+[V\m"C:>—1—C
Syttt L [y r )2 = e al] g
(y+2)?
2
(v) ﬁzw#4y3dy—x(x2+1)dx=o
Y
(4cr=c)
aq 2 2
= 4Jy3dy—Jx(x2 + 1) dx = ¢ :f 4%—% = :T> ay? - (x> +1)? = ¢
x?+1=u
2x dx=du

™ Ornek &

Simdi, y(0) = - kosulunu saglayan ¢620mi bulalim.

V2
a
1 2 4| /2] 142 x2 +1
4. (——=) -0+ =c=2c=0=4y"—(x*+1)?=0=|y==*
() ey yi y==\ "5 |
(© (y2 +a)(x2 +5Sx+ 6) # 0 olmak Uzere,
3x+8 4y dx  2dx 4y
san dy =0 + - dy =0
X2+ Sxt6 y2+4y :f x+3 x+2 g2+49

3x48 1 4 2
x2+5x+6 XT3 xt+2

ax dx 2y dy )
i = = + 3]+ + 2| - +al=
:>JX+3 2Jx+2 2Jy2+4 cr = lalx+ 3+ 2nlx+ 2| = 2Wnly” + 4] = ¢

Ix+ 3l(x + 2)% _
(y2 +4)?

= lc(y?+8)? = x+3|(x+2)? ceR

(e1=c)

= (n

Simdi, y(1) = 2 kosulunu saglayan ¢520mi bulalim.

682=4-Q;\»c=%:> (x+3)(x+2)2=%(y2+4)2 /

Asagidaki diferansiyel denklemleri ¢620ndz.

(@) (2xy + 3y?) dx — (2xy + x%)dy = O
(b) (x3 +y2\/x? + g2) dx — (xy\/x2 + g2> dy=0

© (x% + 3y?)dx—2xydy =0, y(2)=6
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Cozitm: M(x, y) = 2xy + 3y? ve N(x,y) = 2xy + x2 olmak Uzere,
Mlgty) = 2-be-ty+3-2y? = 2 (2 + 3y2) = 2M0sY)| 2 dereceden

X ty) =2 tx-ty+tx = xy+x<) = X, j
N(tx, ty) = 2 - tx- by + £2x% = €2 (2xy + x2 ) = £2N(x, y homojen denklem

Simdi, % = v dénisimi yapalim.

dy du
= = = + — = —Xx+ = +
U y=ux=y =Ux+tu= R Uu=dy=dux+udx

X <

= <2x- ux + 3u2x2) dx — (2xux+ xz) (xdu+udx) =0
= (2x2u +302x% — 2x%? —x2u) dx + (—2x3u —x3> duv=0
= <x2u2 + xzu) dx + (—2x3u —x3> du = x? (uz + U) o(x—x3(2u +T)dvu=0

(2 + U)x3 # 0 olmak Uzere,

1 +1 1 +1
fdx—zu du=O:>Jkdx—J'2U du=c1:>lnlx|—[m|uz+u|=c1
x v2 +u x vZ+u
(
= al |"c g —(+c):>x—c(u2+u>
e1=cy 102 + U 27 24y V72
Y- 2
Xux=c<y7+y> ceR
X X
v=0=y=0

Kaybolan ¢620mler: v2+u=0=u(u+1)=0= } ¢620mdur. (b)
v=-T=y=-x

M(x,y) = (x3 +y2\/x2 + gz) ve N(x,y) = xyy/x2 + y2 olmak Uzere,

M(tx, ty) = x> + 242/ 2(x2 + y2) = E2M(x,y)
N(tx, ty) = tx - tyy/E2(x2 + y2) = £2N(x, y)

Simdi, % = v donUsimi yapalim.

= 3. dereceden homojen denklem

dy du
- R - =
y=uvx=y ux+U:>dX dxx+u:>o(y xdu + vdx

<x3 +02x2V/x2 + u2x2> dx — (xuxv x2 + uzxz) (xdu+udx) =0
= <x3 + 022V x2 + 02x2 — x202/x2 + u2x2) dx — x30Vx2 + U2x2du =0

= x3dx—ux?V1+02du=0

x # 0 olmak Uzere,

lo(x—U\/TJruzo(u:O:>Jlo(x—J'uv1+u2du=c1

Nz
213/2 1+ (¢
(1+U) :C1y:> LVlIX|:C1+< (X))

L —
= ln x| 3 2, 3
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(x2 + y2)>? B &1 5
W :l> x“nlx’=c+ (x*+y

3C1=C

2)3/2

(© M(xy) = x2 + 3y2 ve N(x,y) = 2xy olmak Uzere,

M(tx, ty) = E2M(x, y)

5 = 2. dereceden homojen denklem
N(tx, ty) = E“N(x,y)
Simdi, % = v dénlsimi yapalim.

y=ux=dy=xdu+udx

(xz + 3U2X2) dx — (2xux) (vdx + xdu) = 0
= <x2 +30%x2 - 2x2u2> dx — 2x3udu =0
= (x2 + uzxz) dx — 2x3udu = 0 = x? (1 + uz) dx — 2x3udu =0

(1+ UZ)X3 # 0 olmak Uzere,

1+ 02 1+ 02

= =c:>x=c(1+u2) x3=c(x2+92> ceR
ec7:51+(}2 U

NS

Simdi, y(2) = 6 kosulunu saglayan ¢620mU bulalim.

_ _1 3L 175 o
8=c(a+36)=c= <> x —S<x +g> /

Clavde notu: muhtemelen x> n|x3| = cx> + (x2 + y2)>2 olmali (c terimi de x> ile carpilmal).
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}(dx— 20 du=c 3:>Jldx—J 30 du=c1:>lm|x[—tn(1+uz)=c1

Clavde notu: bu adimda sag taraf muhtemelen 0 olmali (integral alindiktan sonra sabit c; geliyor).
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