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İşaretler ve Sistemler
Ders 11 – Ayrık Zamanlı Fourier Dönüşümü (DTFT)
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UYARI Bu belge, el yazısִ ders notlarından Claude (Anthropic) yardımıyla dijitale aktarılmıştır.
Yardımcı kaynak olarak hazırlanmıştır; hata veya eksik içerebilir. Lütfen orijinal notları ve ders
kaynaklarınִ esas alִn.
NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

Ayrık Zamanlı Fourier Transformu (Dönüşümü)
orj. s. 1 (Discrete-time Fourier Transform)

FT, periyodik olmayan işaretler için tanımlıdִr.

X(ejω) =
∞∑

n=–∞ x[n] e–jωn

x[n] = 1
2π

∫
2π

X(ejω) ejωn dω

x[n] X(ejω)F

F–1

⇒ Ayrık zamanlı FT, X(ejω) 2π ile periyodiktir.
X(ejω) = X

(
ej(ω+2π))

Örnek
x[n] = anu[n], |a| < 1 ise X(ejω) = ?

X(ejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]e–jωn =↑
u[n]=1, n≥0

∞∑
n=0

ane–jωn =
∑
n=0

(
ae–jω

)n =↑∑∞
k=0 αk= 1

1–α , |α|<1

1
1 – ae–jω

anu[n] F←→ 1
1 – ae–jω

X(ejω) = |X(ejω)| ej∡X(ejω)

X(ejω) = 1
1 – ae–jω =↑

e–jω=cosω–j sinω

1
1 – a cosω + ja sinω

|X(ejω)| = 1√
(1 – a cosω)2 + a2 sin2ω

= 1√
1 + a2 – 2a cosω

∡X(ejω) = –atan
( a sinω
1 – a cosω

)
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ω

|X(ejω)|
1/(1 – a)

1/(1 + a)

–2π –π π 2π

· · · · · ·

Örnek
orj. s. 2 x[n] = a|n|, |a| < 1 ise X(ejω) = ?

X(ejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]e–jωn =
∞∑

n=–∞a|n|e–jωn =
–1∑

n=–∞a–ne–jωn +
∞∑
n=0

ane–jωn

–1∑
n=–∞

(
aejω

)–n =↑
k=–n

∞∑
k=1

(
aejω

)k =↑
(aejω)0=1

∞∑
k=0

(
aejω

)k – 1 = 1
1 – ae+jω – 1 = aejω

1 – aejω

X(ejω) = aejω
1 – aejω + 1

1 – ae–jω = 1 – a2
1 + a2 – 2a cosω : Reel X(ejω) = |X(ejω)|

∡X(ejω) = 0

n

x[n]
1

a
a2 a3· · · · · · ω

|X(ejω)|
1–a
1+a

1+a
1–a

–2π –π π 2π 1

a|n| F←→ 1 – a2
1 + a2 – 2a cosω

Örnek

x[n] =
{
1, |n| ≤ N1
0, |n| > N1

şeklinde verilen ayrık zamanlı dikdörtgen darbe işaretinin FT bulunuz.

X(ejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]e–jωn =
N1∑

n=–N1

e–jωn =
2N1∑
n=0

e–jω(n–N1) = ejωN1
2N1∑
n=0

e–jωn

= ejωN1

[
1 – e–jω(2N1+1)

1 – e–jω

]

= ejωN1 e
–jω(N1+1/2)[ejω(N1+1/2) – e–jω(N1+1/2)]

e–jω/2[ejω/2 – e–jω/2]
= sin

(
ω(N1 + 1/2)

)
sin(ω/2)

1Claude notu: etiketler yer değiştirmiş görünüyor; muhtemelen tepe değeri (ω = 0) 1+a
1–a , en küçük değer (ω = ±π)

1–a
1+a olmal .ִ
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Reminder:
M∑
k=0

αk = 1 – αM+1

1 – α
, 1 – ejθ = e–jθ/2

[
ejθ/2 – e–jθ/2

]2
N1 = 2 için

n

x[n]
1

–N1 N1

ω

X(ejω)
5

–2π –π π 2π

Örnek
orj. s. 3 x[n] = δ[n]

X(ejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]e–jωn =
∞∑

n=–∞ δ[n]e–jωn =↑
δ[n]=1, n=0

e–jω0 = 1

Örnek
X(ejω) = δ(ejω) ise x[n] = ?

x[n] = 1
2π

∫
2π

X(ejω)ejωn dω = 1
2π

∫π
–π

δ(ejω)ejωn dω = 1
2π

∫π
–π

δ(ejω) ej0n︸︷︷︸
1

dω = 1
2π

ω

X(ejω)

1

–2π –π +π 2π

· · · · · ·

δ[n] F←→ 1
1 ←→ 2πδ(ejω)

Örnek
x[n] = δ[n – n0]

X(ejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]e–jωn =
∞∑

n=–∞ δ[n – n0]e–jωn =↑
δ[n–n0]=1, n=n0

e–jωn0

δ[n – n0] ←→ e–jωn0

Örnek
X(ejω) = δ

(
ej(ω–ω0)) ise x[n] = ?

2Claude notu: sağ taraf 1 – e–jθ’ya eşittir; muhtemelen sol taraf 1 – e–jθ olmal .ִ
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x[n] = 1
2π

∫
2π

X(ejω)ejωn dω = 1
2π

∫π
–π

δ
(
ej(ω–ω0))ejωn dω

= 1
2π

∫
2π

δ
(
ej(ω–ω0))ejω0n dω

= 1
2πe

jω0n
∫π
–π

δ
(
ej(ω–ω0))dω︸ ︷︷ ︸

=1

= 1
2π e

jω0n

ejω0n F←→ 2πδ
(
ej(ω–ω0))

e–jω0n F←→ 2πδ
(
ej(ω+ω0))

Periyodik işaretlerin Fourier Transformu
orj. s. 4

x[n] = x[n + N], ∀n, N = 2π
ω0

, ω0 = 2π
N

x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xkejkω0n = x0 + x1ejω0n + x2ej2ω0n + · · · + xN–1ej(N–1)ω0n

xk = 1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n]e–jkω0n, xk = xk+N ←−
x0 = xN
x1 = xN+1
...

x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xkejkω0n F←→ X(ejω) =
∞∑

k=–∞2πxk δ(ω – kω0)

Örnek
x[n] = cos

(2πn
5

)
ise X(ejω) = ?

x[n] = 1
2e

j(2πn/5) + 1
2e

–j(2πn/5), ω0 = 2π/5
x1 = x–1 = 1/2xyF

X(ejω) = πδ(ω – 2π/5) + πδ(ω + 2π/5), –π ≤ ω < π

ω

X(ejω)

π

–2π – ω0
–2π

–2π + ω0 –ω0 ω0 2π – ω0
2π

2π + ω0

· · · · · ·

Örnek

x[n] =
∞∑

k=–∞ δ[n – kN] periyodik dürtü treninin FT bulunuz.
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Reminder: xk = 1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n]e–jkω0n = 1
N

X(ejω) = 2π
N

∞∑
k=–∞ δ

(
ω – 2πk

N
)

n

x[n]
1

–2N –N 0 N 2N

· · · · · ·
ω

X(ejω)
2π
N

– 2π
N

0 2π
N

· · · · · ·

Ayrık Zamanlı Fourier Transformunun Özellikleri
orj. s. 5

x[n] F←→ X(ejω)
X(ejω) = F{x[n]}
x[n] = F–1{X(ejω)}

1) Periyodiklik: X(ejω) = X
(
ej(ω+2π)), 2π ile periyodiktir.

2) Lineerlik: αx1[n] + βx2[n]
F←→ αX1(ejω) + βX2(ejω)

3) Zamanda öteleme: x[n – n0]
F←→ e–jωn0X(ejω)

Genlik spektrumu değişmez, faz spektrumu –ωn0 kadar ötelenir.
4) Frekansta öteleme: ejω0nx[n] F←→ X

(
ej(ω–ω0))

5) Zamanda katlama: x[–n] F←→ X(e–jω)
6) Eşlenik alma: x∗[n] F←→ X∗(e–jω)
7) Fark alma (differencing): x[n] – x[n – 1] F←→ (1 – e–jω)X(ejω)
8) Birikim (Accumulation):

n∑
m=–∞ x[m] F←→ 1

1 – e–jωX(ejω) + πX(ej0)
∞∑

k=–∞ δ(ω – 2πk)

9) Frekansta türev: n x[n] F←→ j dX(e
jω)

dω
İspat: X(ejω) =

∞∑
n=–∞ x[n]e–jωn

d
dωX(ejω) =

∞∑
n=–∞ x[n] d

dω
(
e–jωn) = –jn

∞∑
n=–∞ x[n]e–jωn3

10) Parseval teoremi: Ex =
∞∑

n=–∞ |x[n]|2 = 1
2π

∫
2π

|X(ejω)|2 dω

11) Çarpma: x1[n] · x2[n]
F←→ 1

2π

∫
2π

X1(ejα)X2
(
ej(ω–α))dα

3Claude notu: n toplam indisidir, toplamın dışına çıkamaz; muhtemelen = –j∑n n x[n]e–jωn olmal .ִ
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12) Konvolüsyon: x1[n] ∗ x2[n]
F←→ X1(ejω)X2(ejω)

x[n] h[n] y[n]

y[n] = x[n] ∗ h[n]↓
Dürtü cevabִ

F←→ Y(ejω) = X(ejω) H(ejω)↓
Frekans cevabִ

H(ejω) = Y(ejω)
X(ejω)

F–1←→ h[n]

Örnek
orj. s. 6 x[n] = u[n] ise X(ejω) = ?

Reminder: u[n] =
n∑

k=–∞ δ[k] =
∞∑
k=0

δ[n – k]

n∑
m=–∞ x[m] F←→ 1

1 – e–jωX(ejω) + πX(ej0)
∞∑

k=–∞ δ(ω – 2πk)

δ[n] F←→ 1

u[n] F←→ 1
1 – e–jω + π

∞∑
k=–∞ δ(ω – 2πk)

Örnek

H(ejω) =
{
1, 0 ≤ |ω| ≤ ωc
0, ωc < |ω| < π

ayrık zamanlı alçak geçiren filtrenin dürtü cevabִnı bulunuz.

ω

H(ejω)

1

–2π –π –ωc ωc π 2π

· · · · · ·

h[n] = 1
2π

∫
2π

H(ejω)e+jωn dω = 1
2π

∫ωc

–ωc
ejωn dω = 1

2π
ejωn

jn

∣∣∣∣ωc

–ωc
= 1

2jπn
[
ejωcn – e–jωcn]

h[n] = 1
πn sin(ωcn) =

sin
(
πωc

π n
)

πωc
π n · ωc

π
= ωc

π
sinc

(ωc
π
n
)

n

h[n]

· · · · · ·
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