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UYARI Bu belge, el yazısִ ders notlarından Claude (Anthropic) yardımıyla dijitale aktarılmıştır.
Yardımcı kaynak olarak hazırlanmıştır; hata veya eksik içerebilir. Lütfen orijinal notları ve ders
kaynaklarınִ esas alִn.
NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

z-transformu
orj. s. 1

X(z) =
∞∑

n=–∞ x[n]z–n

x[n] Z←→ X(z)
X(z) = Z{x[n]}

⇒ z = rejω −→ r : magnitude
↪→ ω : angle

X(z) = X(rejω) =
∞∑

n=–∞ x[n](rejω)–n =
∞∑

n=–∞ x[n]r–ne–jωn = F{x[n]r–n}

⇒ z = ejω (r = 1)

X(z) = X(ejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]e–jωn = F{x[n]} = X(z)
∣∣∣
z=ejω

Re

Im z = ejω

ω

1
Birim çember

z-düzlemi

⇒ Yakınsama bölgesi (region of convergence): z-transform toplamınִn yakınsadִğı z değer
aralığıdִr.
Not: z-transformunun ROC’u birim çemberi içerirse Fourier transformu yakınsar.

Örnek
x[n] = anu[n]
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İşaretler ve Sistemler Ders 13 – z-Transformu

X(z) =
∞∑

n=–∞ x[n]z–n =
∞∑

n=–∞anu[n]z–n =
∞∑
n=0

(
az–1

)n
Reminder:

∞∑
k=0

αk = 1
1 – α

, |α| < 1

X(z) = 1
1 – az–1 = z

z – a , |az–1| < 1, |z| > |a|

orj. s. 2

anu[n] Z←→ 1
1 – az–1 , |z| > |a|

u[n] ←→ 1
1 – z–1 , |z| > 1

 a = 1

Re

Im

×a 1

z-düzlemi / kutup-sıfır çizimi

×: kutup
◦: sıfır

0 < a < 1

Örnek
x[n] = –anu[–n – 1]

X(z) =
∞∑

n=–∞ x[n]z–n = –
∞∑

n=–∞anu[–n – 1]z–n = –
–1∑

n=–∞anz–n = –
∞∑
n=1

a–nzn = 1 –
∞∑
n=0

(
a–1z

)n
= 1 – 1

1 – a–1z = 1
1 – az–1 = z

z – a , |a–1z| < 1, |z| < |a|

–anu[–n – 1] Z←→ 1
1 – az–1 , |z| < |a|

Re

Im

×a
1

0 < a < 1

X(z)’in ROC’u birim çemberi içermediğinden, x[n]’nin Fourier Transformu yoktur.
Örnek
x[n] = 7

( 1
3
)nu[n] – 6

( 1
2
)nu[n]
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Reminder: anu[n] Z←→ 1
1 – az–1 , |z| > |a|

X(z) = 7
1 – 1

3z–1︸ ︷︷ ︸
| 13z–1|<1
|z|>1/3

– 6
1 – 1

2z–1︸ ︷︷ ︸
| 12z–1|<1
|z|>1/2

= 1 – 3
2z–1(

1 – 1
3z–1

)(
1 – 1

2z–1
) = z(z – 3/2)

(z – 1/3)(z – 1/2) , |z| > 1/2

orj. s. 3

Re

Im

××
1/3 1/2

1

3/2

Örnek
x[n] =

( 1
3
)n sin(πn4 )

u[n], X(z) = ?

x[n] = 1
2j

( 1
3e

jπ/4
)n

u[n] – 1
2j

( 1
3e

–jπ/4
)n

u[n]

X(z) = 1
2j

1
1 – 1

3ejπ/4z–1︸ ︷︷ ︸
| 13e

jπ/4z–1|>1

– 1
2j

1
1 – 1

3e–jπ/4z–1︸ ︷︷ ︸
| 13e–jπ/4z–1|>1

= z/3
√
2(

z – 1
3ejπ/4

)(
z – 1

3e–jπ/4
) , |z| > 1/31

Not:

Payın derecesi >
<

paydanın derecesi −→ sonsuzda kutup vardır
−→ sonsuzda sıfır vardır

Yakınsaklık bölgesi (ROC) özellikleri
1) X(z)’nin ROC’u z-düzleminde orijin merkezli bir halkadan oluşur.

X(z) = X(rejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]r–ne–jωn = F{x[n]r–n}

∞∑
n=–∞ |x[n]|r–n <∞

2) ROC, herhangi bir kutup içermez.

3) x[n] sonlu süreli ise, ROC,
olası
z = 0 ve/veya z =∞ değerleri dışında bütün z-düzlemidir.

Örnek
x[n] = δ[n]

1Claude notu: geometrik serinin yakınsaması için koşullar muhtemelen | · | < 1 olmalִ; bu da yazılan |z| > 1/3
sonucunu verir.
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X(z) =
∞∑

n=–∞ x[n]z–n =
∞∑

n=–∞ δ[n]z–n =↑
δ[n]=1, n=0

1

δ[n] Z←→ 1, ∀z (ROC, z = 0 ve z =∞ içeren bütün z-düzlemidir)
Örnek

orj. s. 4 x[n] = δ[n – 1]

X(z) =
∞∑

n=–∞ x[n]z–n =
∞∑

n=–∞ δ[n – 1]z–n =↑
δ[n–1]=1, n=1

z–1 = 1
z

z = 0’da bir kutup var.
ROC, z =∞ içeren, z = 0 dışında bütün z-düzlemidir.

Örnek
x[n] = δ[n + 1]

X(z) =
∞∑

n=–∞ δ[n + 1]z–n =↑
δ[n+1]=1, n=–1

z

z =∞’da bir kutup vardır.
ROC, z = 0 içeren, z =∞ dışında bütün z-düzlemidir.

4) x[n] sağ yanlı ve |z| = r0 çemberi ROC’da ise, |z| > r0 sağlayan sonlu bütün z değerleri de
ROC’da olur.

n

x[n]

N1

· · ·
· · ·

Re

Im

X(z) =
∞∑

n=N1

x[n]z–n
−→ N1 < 0 iken z→∞, X(z) sonsuz olur ve ROC, z =∞ içermez.
↪→ x[n] = 0, n < 0 için N1 ≥ 0 olur ve ROC, z =∞ içerir.→ sağ yanlı x[n]’nin ROC’u içi bir çember ile sınırlanmış, sonsuza doğru genişleyen (sonsuzu

içerebilir) bir bölgedir.
5) x[n] sol yanlı ve |z| = r0 çemberi ROC’da ise, 0 < |z| < r0 sağlayan bütün z değerleri de

ROC’da olur.

n
N2

· · · · · ·
Re

Im

X(z) =
N2∑

n=–∞ x[n]z–n
−→ N2 > 0 iken z→ 0, X(z) sonsuza gider ve ROC, z = 0 içermez.
↪→ x[n] = 0, n > 0 için N2 ≤ 0 olur ve ROC, z = 0 içerir.→ sol yanlı x[n]’nin ROC’u dışı bir çember ile sınırlanmış, orijine doğru genişleyen (orijini

içerebilir) bir bölgedir.orj. s. 5
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6) x[n] iki yanlı ve |z| = r0 çemberi ROC’da ise, ROC, z-düzleminde |z| = r0 çemberini içeren bir
halkadır.

Re

Im

7) X(z) rasyonel ise, ROC, ya kutuplarla sınırlıdִr ya da sonsuza genişler ve kutup içermez.→ x[n] sağ yönlü ise, ROC, en dıştaki kutubun dışındaki z-düzlemidir.→ x[n] sol yönlü ise, ROC, en içteki sıfırdan farklִ kutubun içindeki z-düzlemidir.
Örnek
x[n] = b|n|, b > 0

X(z) =
∞∑

n=–∞ x[n]z–n =
∞∑

n=–∞ b|n|z–n =
–1∑

n=–∞ b–nz–n +
∞∑
n=0

bnz–n

–1∑
n=–∞ b–nz–n = –1 +

∞∑
n=0

(bz)n = –1 + 1
1 – bz = bz

1 – bz , |bz| < 1, |z| < 1/b

∞∑
n=0

bnz–n = 1
1 – bz–1 , |bz–1| < 1, |z| > b

x[n] = b|n| = b–nu[–n – 1] + bnu[n]

Reminder: bnu[n] Z←→ 1
1 – bz–1 , |z| > b

b–nu[n – 1]2 Z←→ –1
1 – b–1z–1 , |z| < 1/b

X(z) = 1
1 – bz–1 –

1
1 – b–1z–1 = b2 – 1

b · z
(z – b)(z – b–1) , b < |z| < 1/b

n

x[n], 0 < b < 1
1

· · · · · ·

Re

Im

× ×
b
1 1/b

2Claude notu: muhtemelen b–nu[–n – 1] olmalִ (bir üst satırdaki ayrışımla uyumlu).
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Ters z-transform
orj. s. 6

X(z) = X(rejω) =
∞∑

n=–∞ x[n]r–ne–jωn = F{x[n]r–n}

x[n]r–n = F–1{X(rejω)} = 1
2π

∫
2π

X(rejω)ejωn dω

x[n] = 1
2π

∫
2π

X(rejω)(rejω)n dω

z = rejω −→ dz = jrejω dω = jz dω

x[n] = 1
2πj

∮
X(z)zn–1 dz∮

: r yarıçapl ,ִ orijin merkezli, saat yönünün tersinde kapalִ dairesel bir kontur etrafִnda alִnan
integrali gösterir.

X(z) =
m∑
i=1

Ai
1 – aiz–1

−→ x[n] = Aiani u[n] : sağ yanlı
↪→ x[n] = –Aiani u[–n – 1] : sol yanlı

Örnek
X(z) = 1(

1 – 1
3z–1

)(
1 – 2z–1

) = z2(
z – 1

3
)
(z – 2)

= A
1 – 1

3z–1
+ B

1 – 2z–1 , A = –1/5, B = 6/5

Re

Im

× ×
1
3

1 2

x[n] sağ yanlı ise
x[n] = A

( 1
3
)nu[n] + B2nu[n]

ROC, birim çemberi içermez, FT
yoktur.

Re

Im

× ×1/31 2

x[n] sol yanlı ise
x[n] =
–A

( 1
3
)nu[–n – 1] – B2nu[–n – 1]

FT yoktur.

Re

Im

× ×
1
3

1 2

x[n] iki yanlı ise
x[n] = A

( 1
3
)nu[n] – B2nu[–n – 1]

ROC, birim çemberi içerir, FT
vardır.

Örnek

X(z) = 3 – 5
6z–1(

1 – 1
4z–1

)(
1 – 1

3z–1
) , x[n] = ?

1) |z| > 1/3
2) 1/4 < |z| < 1/3
3) |z| < 1/4

X(z) = A
1 – 1

4z–1
+ B

1 – 1
3z–1

= z
(
3z – 5/6

)(
z – 1

4
)(
z – 1

3
) −→ z = 0 ve z = 5/18’da birer sıfır vardır.

↪→ z = 1/4 ve z = 1/3’de birer kutup vardır.
↪→ A = 1, B = 2

1) |z| > 1
3 : x[n] sağ yönlü

x[n] = A
( 1
4
)n

u[n] + B
( 1
3
)n

u[n]
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orj. s. 7 2) 1
4 < |z| < 1

3 : x[n] çift yönlü

x[n] =
( 1
4
)n

u[n] – 2
( 1
3
)n

u[–n – 1]

3) |z| < 1
4 : x[n] sol yönlü

x[n] = –
( 1
4
)n

u[–n – 1] – 2
( 1
3
)n

u[–n – 1]

Örnek
X(z) = 4z2 + 2 + 3z–1, 0 < |z| <∞

Reminder: δ[n] Z←→ 1, ∀z

δ[n – 1] Z←→ z–1, ∀z (z =∞ hariç)3

δ[n + 1] Z←→ z, ∀z (z = 0 hariç)

x[n] = 4δ[n + 2] + 2δ[n] + 3δ[n – 1]

z-transformunun özellikleri

x[n] Z←→ X(z), ROC : R X(z) = Z{x[n]} ve x[n] = Z–1{X(z)}

1) Lineerlik: αx1[n] + βx2[n] ←→ αX1(z) + βX2(z), ROC: R1 ∩ R2
2) Zamanda öteleme: x[n – n0] ←→ z–n0X(z), ROC: R (z = 0 ve z =∞ eklenebilir/çıkabilir)
3) z-domeninde ölçeklendirme: zn0x[n] ←→ X

( z
z0

)
, ROC: |z0|R

4) Zamanda katlama: x[–n] ←→ X
( 1
z
)
, ROC: 1

R
5) Eşlenik alma: x∗[n] ←→ X∗(z∗), ROC: R
6) z-domeninde türev: n x[n] ←→ –zdX(z)dz , ROC: R
7) Konvolüsyon: x1[n] ∗ x2[n] ←→ X1(z)X2(z), ROC: R1 ∩ R2

x[n] h[n] y[n]

y[n] = x[n] ∗ h[n] Z←→
Y(z) = X(z)H(z)

H(z) = Y(z)
X(z) : Transfer fonksiyonu

h[n] = Z–1{H(z)} : Dürtü cevabִ
Örnek

orj. s. 8 X(z) = az–1
(1 – az–1)2 , |z| > |a|, x[n] = ?

Reminder: anu[n] Z←→ 1
1 – az–1 , |z| > |a|

nanu[n] ←→ –z d
dz

( 1
1 – az–1

)
= az–1

(1 – az–1)2 , |z| > |a|
3Claude notu: 4. sayfadaki örneklerle uyumlu olarak muhtemelen δ[n – 1] için “z = 0 hariç”, δ[n + 1] için “z = ∞

hariç” olmal .ִ
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ROC ile LTI sistemlerin özelliklerinin analizi
1) Nedensellik: h[n] = 0, n < 0 sağ yanlı −→ ROC sağ yanlı

H(z) rasyonel ise paydanın derecesi > payın derecesi olmalִdır4 (aksi durumda z→∞,
H(z)→∞ gider)

2) Kararlılִk:
∞∑

n=–∞ |h[n]| <∞ −→ ROC, birim çemberi içermelidir.

Örnek

H(z) = 2 – 5
2z–1(

1 – 1
2z–1

)(
1 – 2z–1

) , h[n] = ?, sistem özellikleri?

H(z) = 2z2 – 5
2z

z2 – 5
2z + 1

= A(
1 – 1

2z–1
) + B(

1 – 2z–1
) , A = B = 1

→ z = 0 ve z = 5/4 birer sıfır, z = 1/2 ve z = 2 birer kutup vardır.

Re

Im

× ×
1
2

1
5
4

2

1) |z| > 2

h[n] =
( 1
2
)n

u[n] + 2nu[n] −→ h[n] = 0, n < 0 veya ROC sağ yanlı olduğundan nedensel
↪→ ROC, birim çemberi içermediğinden kararlı değil.

2) 1
2 < |z| < 2

h[n] =
( 1
2
)n

u[n] – 2nu[–n – 1] −→ nedensel değil
↪→ ROC, birim çemberi içerdiğinden kararlı

3) |z| < 1/2

h[n] = –
( 1
2
)n

u[–n – 1] – 2nu[–n – 1] −→ nedensel değil
↪→ kararlı değil

Örnek
orj. s. 9 y[n] – 1

2y[n – 1] = x[n] + 1
3x[n – 1] ise h[n] = ?

Y(z) – 1
2z

–1Y(z) = X(z) + 1
3z

–1X(z)

4Claude notu: muhtemelen ≥ olmalִ; dereceler eşitken de z → ∞ için H(z) sonlu kalır (aşağıdaki örnekte pay ve
payda dereceleri eşittir ve |z| > 2 için sistem nedenseldir).
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H(z) = Y(z)
X(z) = 1 + 1

3z–1

1 – 1
2z–1

= z + 1/3
z – 1/2 −→ z = 1/2 bir kutup vardır.

→ |z| > 1/2
H(z) = 1

1 – 1
2z–1

+ 1
3

z–1
1 – 1

2z–1

Reminder: x[n – n0] ←→ z–n0X(z)

anu[n] ←→ 1
1 – az–1 , |z| > |a|

h[n] =
( 1
2
)n

u[n]+ 1
3
( 1
2
)n–1

u[n–1] −→ ROC sağ yanlı ve birim çemberi içerir, nedensel ve kararlı

→ |z| < 1/2

h[n] = –
( 1
2
)n

u[–n – 1] – 1
3
( 1
2
)n–1

u[–n] −→ nedensel değil, kararlı değil.

SORU: x(t) = e–2(t–1)u(t – 1) ’in FT’nu bulunuz.

Hatırlatma: e–atu(t) −→ 1
a + j2πf

x(t – t0) −→ e–j2πft0 · X(f)

x(t) = e–2(t–1)u(t – 1) −→ e–j2πf 1
2 + j2πf

SORU: x[n] =
( 1
2
)n–1u[n – 1] ’in FT’nu bulunuz.

Hatırlatma: anu[n] −→ 1
1 – a · e–jω

x[n – n0] −→ e–jωn0 · X(ejω)

x[n] =
( 1
2
)n–1

u[n – 1] −→ e–jω 1
1 – 1

2e–jω

orj. s. 10 SORU: x[n] = δ[n – 1] + δ[n + 1]

Hatırlatma: δ[n] −→ 1
x[n – n0] −→ e–jωn0X(ejω)

x[n] = δ[n – 1] + δ[n + 1] −→ X(ejω) = e–jω + ejω = 2 · cos(ω)

SORU: Fark denklemi: y[n] – 1
2y[n – 1] = x[n] – 2x[n – 1] + x[n – 2] olarak verilen LTI sistemin

transfer fonksiyonu H(ejω)’yִ bulun.

Y(ejω) – 1
2 · e–jω · Y(ejω) = X(ejω) – 2 · e–jωX(ejω) + e–j2ωX(ejω)

Y(ejω)
[
1 – 1

2e
–jω

]
= X(ejω)

[
1 – 2 · e–jω + e–j2ω

]
Y(ejω)
X(ejω) = H(ejω) = 1 – 2e–jω + e–2jω

1 – 1
2e–jω

1) h[n] = δ[n] – δ[n + 1] ise sistemin birim basamak cevabִ nedir?

y[n] = h[n]∗x[n] =
(
δ[n]–δ[n+1]

)
∗u[n] = u[n]∗δ[n]–u[n]∗δ[n+1] = u[n]–u[n+1] = –δ[n+1]
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2) N0 = 5, x[n] = sin(3ω0n), k = 2 için FS katsayılarını bulunuz.

x[n] = 1
2je

j3ω0n – 1
2je

–j3ω0n

x3 = 1
2j = –j/2 x–3 = – 1

2j = j/2

xk = xk+N0
−→ x3 = x8 = x13 = · · ·
↪→ x–3 = x2 = x7 = · · ·

3) x(t) = e–j2πf0t, X(f) = ?

Reminder: 1 F←→ δ(f)

e∓j2πf0t F←→ δ(f ± f0)

X(f) = δ(f + f0)
orj. s. 11 4) x(t) = 2ejπ/2 sin(2ω0t), X(f) = ?

x(t) = 2j
[ 1
2je

j2ω0t – 1
2je

–j2ω0t
]

xyF

X(f) = δ(f – 2f0) – δ(f + 2f0)
5) x[n] = ej5π/2 sin(3ω0n), X(ejω) = ?

x[n] = j
[ 1
2je

j3ω0n – 1
2je

–j3ω0n
]

Reminder: x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xkejkω0n ←→ X(ejω) =
∞∑

k=–∞2πxk δ(ω – kω0)

X(ejω) = πδ(ω – 3ω0) – πδ(ω + 3ω0), –π ≤ ω ≤ π

6) N0 = 2, x[n] – x[n – 1] ifadesinin FS katsayısִnı bulunuz.

x[n] FS←→ xk
x[n – 1] FS←→ e–jkω0xk


x[n] – x[n – 1] FS←→ (1 – e–jkω0)xk = 2xk
ω0 = 2π

N0
= π

e–jkπ = cos(kπ) – j sin(kπ) = –15

7) x(t) = 1
2
[
u(t + 1) – u(t – 1)

]

t

x(t)
1/2

–1 1

Reminder: AΠ(t/τ) F←→ Aτ sinc(fτ)

t

A

–τ/2 τ/2

x(t) = 1
2Π(t/2) F←→

A=1/2, τ=2
X(f) = sinc(2f)

5Claude notu: cos(kπ) = (–1)k olduğundan bu eşitlik yalnızca tek k için geçerlidir; genel olarak katsayı (1 – (–1)k)xk
olur (çift k için 0, tek k için 2xk).
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İşaretler ve Sistemler Ders 13 – z-Transformu

8) x(t) = sinc(t) işaretinin enerjisini ve gücünü bulunuz.

Reminder:
x(t) F←→ X(f)

X(t) F←→ x(–f)

 Duality

x(t) = sinc(t) F←→
A=τ=1

X(f) = Π(f)
f

X(f)
1

–1/2 1/2

Reminder: Ex =
∫∞
–∞ |x(t)|2 dt =

∫∞
–∞ |X(f)|2 df

Ex =
∫ 1/2
–1/2

1df = 1 <∞ olduğundan x(t) = sinc(t) enerji işaretidir, Px = 0’dִr.

orj. s. 12 9) h(t) = e2tu(t), Kararlılִk ve nedensellik?
Reminder: e–atu(t) L←→ 1

s + a , Re{s} > –a

H(s) = 1
s – 2, Re{s} > 2

Re

Im

×
2

ROC sağ yönlü : Nedensel
ROC jω eksenini içermez : Kararlı
değil

10) 1 ve –3’te kutuplarִ olan çift yönlü x(t) = ?

X(s) = 1
(s – 1)(s + 3) = A

s – 1 +
B

s + 3, A = –B = 1/4xyL–1
Re

Im

× ×
–3 1

↑
sağ yönlü

↑
sol yönlü

x(t) = –Ae–tu(–t) + Be–3tu(t) = –1
4
(
e–tu(–t) + e–3tu(t)

)
6

6Claude notu: s = 1 kutbuna karşılִk gelen sol yönlü terim –Aetu(–t)’dir; muhtemelen e–t yerine et olmal .ִ
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