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fgaret/er ve Sictemler

Ders 13 - 2-Transformo

Orijinal not: Isaret-ve-Sistemler-ders-13.pdf

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders
kaynaklarini esas alin.

NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

z—gais’faﬁnui
.
X(2) = ”io x[njz™"
xn] o X(2)
X(2) = Z{x(nd}
sam e
X(2) = X(re®) = i x[n)(re )" = i x[dr e = Foxndr ™}
Sz2=d® (r=1) T T
X(2) = (&) = ”_foo AJe o = Fodnlk = X,

Im > = gw

an o
\JBMN\ cember

2-dUzlemi

= Yakinsama bélgesi (region of convergence): 2-transform toplaminin yakinsadigr 2 deger
araligidir.

Not: z-transformunun ROC'u birim gemberi igerirse Fourier transformu yakinsar.

Ornek
]'x[m] = a"u[n]
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ngFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

X(2) = Z x[n]2™" = Z a"u[n]2™" = 2(02—1)”
n=—00 n=—00 n=0

o0
1
Reminder: Z o= o<

11—
k=0
o T O 2 O T | SO N Y
T—az=! 2z2-a '
2| > |al
a=1
X: kutup
o: sifir
O<ac<1
2-dizlemi [ kutup-sifir gizimi
Ornek
x[(n] = —a"v[-n-1]
0o 00 =1 00 o
X(2) = Z x[nlz2™" = - Z allu[=n—=1]2M" = - Z a2"" = —Za‘”z” =1- Z (a7'2)"
n=—o0 n=—00 n=-—00 n=1 n=0
1 1 2 -1
=1- = = , la7 2l <1, |2l < |a
T—alz 1-az1 2z-a la="2] 21 < lal
1
—a"u[-n-1] s —— 2l <al
1—az"
Im
O<ac<l

X(2)'in ROC'u birim gemberi igermediginden, x[n]nin Fourier Transformu yoktur.

Ornek
l;x[n] = 2(3)"v[n] - 6(%)"v[n]
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f§AFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

. ) z 1
Reminder:  au[n] =i 12| > |al
? 6 1- 327" 2(2—3(2)
X(z2) = — = = 7 |2| > 1/2
LA e R g g sy s e el e 12 E 75 LR
—_—— ——
1327t | |3270|<t
|2>1/3 |2|>1/2
Im
Re
Ornek
x[n] = (%)” sin()uln], X(2) =7
_ 1 ma” Tl ma\"
x{n] = 2},(3@ ) un] 2j<3e ) un]
1 1 1 1 2/3V2 ]
X =/ - - — - = = - ’ 1/3
(2) 2j[14 %e}”/42_1 2j1- %e—ﬂt/42—1 (2 _ %QJT{M) (2 1 %e—_m/ll) 2| > 1/

|%6)M2—7[>1 |3 edm42-1|>1

Not:

= . — sonsuzda kutup vardir
Payin derecesi paydanin derecesi

< — sonsvzda sifir vardir

Yakinsaklhk bélgesi (ROC) szellikleri

1) X(2)nin ROCu z-duzleminde orijin merkezli bir halkadan olusur.

X(2) = X(rd®) = Z x[n]r e TN = Fix[n]r "}

n=—0oo

Z Ix(n]lr™" < oo

n=—00

2) ROC, herhangi bir kutup icermez.

olasi
3) x[n] sonlu sireli ise, ROC, 2 = 0 vefveya 2 = co dederleri disinda bitin 2-dizlemidir.

Ornek
| -

TClaude notu: geometrik serinin yakinsamasi igin kosullar muhtemelen | - | < 1 olmali; bu da yazilan 2| > 1/3
sonucunu verir.
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f§AFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

(e.0]

X(2) = Z x[(n)a"" = Z §[n]z2""

n=—oo n=—oo

$
8[(n]=1, n=0

8(n] < 1, Yz (ROC, 2 = 0 ve 2 = oo igeren bitin 2-duzlemidir)

Ornek
x[n] = 8[n—1]
I (e.0] (e.9] ,,
— -n _ N -n = ==
X(2) —Z x[nlz —Z d[(n—-T1]z - 2 5
rET HE=ge 5[n—1]=1, n=T1
2 = 0'da bir kutup var.
ROC, 2 = oo igeren, 2 = O disinda bitin 2-diUzlemidir.
Ornek
x[(n] =6[n+1]
I o0
X(2) = Z dn+1]27" = 2
= 5[n+1]=1, n=—1

2 = oo/da bir kutup vardir.
ROC, z = 0 igeren, 2 = co disinda bitin z-diUzlemidir.

4) x[n] sad yanli ve |2| = rg gemberi ROCda ise, [2| > rp sadlayan sonlu bitin 2 dederleri de
ROC'da olur.

Im

VL
x[n] ‘ :\,’ (/ e
oo o /\L [ T I n //\/'\,\

o0 — N7 < 0 iken 2 — oo, X(2) sonsuz olur ve ROC, z = oo igermez.
X(2) = Z x[n]2"
n=N; — x[n] =0, n< 0 igin Ny 2 0 olur ve ROC, 2 = oo igerir.
— sad yanl x[n]nin ROCY igi bir gember ile sinirlanmis, sonsuza dogru genisleyen (sonsuzu
igerebilir) bir bdlgedir.
S) x[n] sol yanli ve |2| = rg gemberi ROC'da ise, O < |2| < rg sadlayan bitin z dederleri de
ROCda olor.

Im

J 7V
NI

iR A @

——o—o N
N2
N2 —5 Ny >0l 0, X id ROC, 2= 0 i
5 > 0 iken 2 — 0, X(2) sonsuza gider ve , 2 icermez.
X(2) = Z x[n]2"" 2 0
NF—ob — x[n] =0, n> 0 igin Ny = 0 olur ve ROC, 2 = O igerir.

— sol yanl x[n]nin ROC'u disi bir gember ile sinirlanmis, orijine dogru genisleyen (orijini

igerebilir) bir bslgedir.
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f§AFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

6) x[n] iki yanl ve |2| = rg gemberi ROC'da ise, ROC, z-dizleminde |2| = rg gemberini igeren bir
halkadr.

?) X(2) rasyonel ise, ROC, ya kutuplarla sinirlidir ya da sonsuza genisler ve kutup igermez.
— x[n] sag ydnlU ise, ROC, en distaki kutubun disindaki z2-dizlemidir.
— x[n] sol yonll ise, ROC, en igteki sifirdan farkli kutubun igindeki z-dizlemidir.

Ornek
lrx[n] =pl >0

0 00 -1 00
X(2) = Z x[(n)a=" = Z pinl = = Z 27"+ Z bz 7"
n=—oo n=—0o n=—oo n=0
S e = 14 3 (ba)' - L. b2 b
Z 2 ——1+Z(2) ——1+1_b2»1_b2,(2[<1, l2| < 1/
n=-—00 n=0

o 1
Z Po"=—— |pbz""<1, |z2l>b
= 1—bz-1

x[n] = b = b~1[—n = 1] + b"u[n]

1

Reminder: b"u[n] =, —, a2l > b
1—b2"1
- 2 | Z -1
b™"u[n-1] =g l2| < 1/b
2 _
Xz} =l BB : belzl < ifb

T—bz-1 1-pTz-1 b (z2-b)(z-bT)

x(n], 0<b<1

1

TR

T

2Clavde notu: muhtemelen b™"u[—n — 1] olmali (bir Ust satirdaki ayrisimla uyumly).
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f§AFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

Ters z-trancform

[ee]

X(2) = X(rd®) = Z x[n]r e TN = Fix[n]r "}

n=—0o0

X[l = FX(rd )} = LJ X(rel®)eln day
271 o7
pu) L j jawyn
x[n] = = LﬂX(re’ )rd®) dw
z2=rd® — dz =jrd® dw = jzdw

x(n] = 2i7rj %X(Z)Z“q dz

$: r yarigaply, orijin merkezli, saat yoninin tersinde kapali dairesel bir kontur etrafinda alinan
integrali gdsterir.

X(z) = i A; — x[n]) = Ajaflu[n] : sad yanl
=il aiz™! x(n] = —A;alu[-n—1] : sol yanl

Ornek

27 A B
i S 13  1-22
(2-3)(2-2) 1-32 = 22

A=-1/S, B=6/S

Im Im
\%2 >,’2 Re
x[n] sag yanli ise x[n] sol yanli ise x[n] iki yanli ise
x[n) = A($)"v[n] + 82"u[n] x(n] = x[n) = A(3)"v[n] - B8 2"u[-n - 1]
n
ROC, birim ¢emberi igermez, FT 'A(%) u[-n-1]-82"[-n-1T] ROC, birim ¢emberi icerir, FT
yoktur. FT yoktur. vardir.
T Ornek
s Nzl >1/3
3-22
X(2) = R - N - 1), x[(n] =2 2)1/4 < |2| < 1/3
- 727 - 2"
4 3 3) 2| < 1/4
— 2 =0 ve 2 = 5/18%da birer sifir vardr.
A B (32-5/6) 1
X(2) = T T 1 T~ < 2=1/4 ve 2 = 1/3'de birer kutup vardir.
1-gz27" 1-327" (2-3)(2-3)

—A=18=2
N lzl > % : x[n] sagd yonld “ ]
x[nl= A(g) ol @(%) o]
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Icaretler ve Sictemler

2) % <lz| < % : x[(n] gift ydnlu
I T\~
x{n] = (Z> o[n] - 2(5) o[-n—1]
3) |zl < % : x[n] sol yonlo
1

x[n] = —(Z)“U[—Vl -1]-2 (%)mu[—m - 1]

Ders 13 = z-Trancformu

Orneb
X(2) = 422 +2+3271, 0<|z| < @

Reminder: §[n] Zy1, vz

1

d[n-1] Zy o , V2 (2 = oo harig)>

d[n+1] Z 2, Vz (2 = 0 harig)

x[(n] = 48[n+ 2]+ 28[n] + 38[n—1]

2-trancformonun ozellikleri

x[n] 25 X(2), ROC:R X(2) = Z{x[n]} ve x[n] = Z74X(2)}

1) Lineerlik: ox;[n]+ Pxo[n] «— aXi(2) + pX2(2), ROC: R1NRy

2) 2amanda &teleme: x[n—np] «— 27"0X(2), ROC: R (2 =0 ve z = o eklenebilir/gikabilir)

3) 2-domeninde dlgeklendirme: z2fx(n] «— X(;), ROC: |zp|R
0

4) 2amanda katlama: x(—n] «— X<;>, QOC:%

S) Eslenik alma: x*[n] «— X*(2*), ROC: R
6) 2-domeninde tirev: nx[(n] «— —zd);(zz), ROC: R

?) Konvolisyon: xi[n]xxy(n] «— Xq(2)X2(2), ROC: RN R,

x{n) —— hln] [—— yln)

Y(2) = X(2)H(2)

y[n] = x(n] * h[n] =, H(2) = % . Transfer fonksiyonu
h[n] = Z71{H(2)} : DUty cevabi
Ornek
a1
X(2) = (1_;_1)2 2| > lal, x[n] =2

1

Reminder: a"u[n] 2, , 2l > lal
1—az""!
d 1 az""
nau[n] «— —21< ) = ,
] dz \1-az"" (1-az"1)2

3Clavde notu: 4. sayfadaki rneklerle uyumlu olarak muhtemelen 5[n — 1] igin “z = O hari¢”, 5[n + 1] igin “z = co

hari¢” olmall.
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f§AFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

ROC ile LTI cistemlerin ézelliklerinin analizi

1) Nedensellik: 4[n] =0, n< 0 sad yanl — ROC sag yanli

H(2) rasyonel ise paydanin derecesi > payin derecesi olmalidir?® (aksi durumda 2 — oo,
H(2) — oo gider)
o0

2) Kararlilik: Z [A[n]]| < co — ROC, birim gemberi icermelidir.

Nn=—00
Ornek
2—52—1
H(2) = 2 , h[n] =7, sistem dzellikleri?
(1-5277)(1-227T)
222- %
Hz) = — 22 i &

= + ,  A=B=1
22—%2+1 (T-—%Z‘T) (1-227T)

— 2 = 0 ve 2 = 5/4 birer sifir, 2 = 1/2 ve 2 = 2 birer kutup vardir.

)zl > 2

T\~ — h[n] = 0, n < 0 veya ROC sad yanli oldugundan nedensel
hin] = (5) u[n] + 2"u[n]

— ROC, birim gemberi icermediginden kararli degil.

2)%<|2|<2

densel degil
R N (L S R

2 — ROC, birim gemberi igerdiginden kararli

3) |2l < 1/2
T\ — nedensel degil
hn] = - u[-n=1]=2"[-n-1
L) <2) : ) : ) < kararli degil
Ornek
y[n] - %g[n - 1] =x[n] + %x[n —1] ise h[n] =7

v(2) - %2—7 Y(2) = X(2) + %2’1X(2)

4Claude notu: muhtemelen = olmali; dereceler esitken de 2z — oo icin H(2) sonlu kalir (asadidaki Srnekte pay ve
payda dereceleri esittir ve |2| > 2 igin sistem nedenseldir).
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Ders 13 = z-Trancformu

Icaretler ve Sictemler

y(z) 1+ %2‘7 2+1/3 .
(Z) X(Z) 14 %2—1 2-1/2 - 2 /2 bir ku Up varair.

— |zl >1/2
1 H—l2=1
H(z) = 4 =
2 1-%21 31-J=1

Reminder: x(n—npl] «— 27"9X(2)

1

n
a vlny «— —= 21 > |a
[] 7—02—1, (l (l

n n-1
h(n] = (%) u[m]+%(%) u[n-1] — ROC sag yanli ve birim gemberi icerir, nedensel ve kararli
— |zl <1/2
1\" 140\ ok o
hin] = —(§> u[-n-1] - §(§> u[-n] — nedensel degil, kararli degil.

SORU: x(£) = e=2(E=Ny(E = 1) Yin FT%u bulunuz.

Hatirlatma: e %€u(e L
atirlatma: e u(6) — e
x(t—to) — eI2™o . x(f)
—jomf 1

S V705 S D
x(t) = e u(t-1) — e 3+ jant

SORU: x[n] = (%)”_Tu[n -1} ’in FT’u bulunuz.
1
T—a-eJw
e—jwno 'X(e)'w)
1
11— %e—fw

|

Hatirlatma:  a"u(n]

|

x[n—ngp]
1

e (Z)MU[W _1]

e v

|

SORU: x[n] =d[n—-1]+0[n+1]
Hatirlatma:  §[n] — 1
x[n=ng] — eIPMX(?)

x[n]=8[n=1]+8[n+1] — X(©)=eT¥ +&® = 2. cos(w)

SORU: Fark denklemi: y[n]— %g[n — 1] =x[n] —2x[n 1] + x[n - 2] olarak verilen LTI sistemin

transfer fonksiyonu H(e/)y bulun.
YY)~ L - eV y(e®) = X(©) - 2 - e TUX (V) + e T2V X ()
() [1 - %e‘jw] = X(e®) [1 P e—fzw}
— 2e7IW + g= AW
11— %e“jw

Y(e®) e T
X(ev) ~ fite™) =

1) h(n] = d[n] — d[n + 1] ise sistemin birim basamak cevabi nedir?

yln] = h[n)=x[n] = (8[n]—-8[n+1])xu[n] = u[n]*8[n]—u[n]*8[n+1] = u[n]-u[n+1] = =5[n+1]
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f§AFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

2) Ng =5, x[n] =sin(Bwon), k = 2 igin FS katsayilarnn bulunuz.

1T 1T
= 76)3(1)071 _ . —j3wgn
x[n] 5 2je

1 ) T
X3=§j=—J/2 X—3=—Z=J/2

a — X3 T Xg = X3 = -
Rl ™ et No S X_3TX) T X = oo

3) x(¢t) = e 2ot x(F) =7

Reminder: 1 2o 5(F)

gFi2nfot I, S(F=fp)

X(lt) = 5(f+ fo)
a) x() = 262 sin(2wpt), X(f) =7

_ o1 jpwet 1 _j2wot
x(€) = 2}{2jej 2je

|7
X(f) = 5(f— 2fo) = 5(f+ Zfo)
S) x[n] = &°™2 sin(3wpn), X(®) =7

L l B3won _ l —j3won
ld '1[21'3] 2;° }

(o]
Reminder:  x[n] = Z x @O S T XYY = Z 27 8(w — kwg)
k=(N) k=—00
X(e®) = md(w - 3wgp) — mo(w + 3wp), —-MSWSsT
6) No = 2, x[n] —x[n—1] ifadesinin FS katsayisini bulunuz.

e x[(n] = x[n-1] i (1— e Jk®o)x, = 2x,

x[(n] = x; 27
Wp=— =

No

e T = cos(km) — jsin(km) = —1°

s
x[(n-1] &£ e Jkwoy,

A x() = o+ 1) -t -1)]
Reminder: ATI(¢/T) N AT sinc(fr)

x()
12 A
-1 1 t —1/2 T/2 .
(0= S(e2) | T (A = sinc(26)
2 A=1/2, 1=2

>Clavde notu: cos(km) = (~1)¢ oldugundan bu esitlik yalnizca tek £ icin gecerlidir; genel olarak katsay (1— (=1)%)x;
olur (gift & igin O, tek k igin 2x;).
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f§AFet/er ve Sictemler Dere 13 = z-Trancformu

8) x(t) = sinc(t) isaretinin enerjisini ve gicini bulunuz.

f
Reminder: x{t) = K0 Duality
X < x(-h)

X(H)

x(t) = sinc(t) Af:% X(F) = TI(F)

—112 112
o0 o0
Reminder: Ex = J Ix(£)I2 dt = J IX(AI? df
—00 i ®.9)
112
Ex = J ) 1df = 1 < oo oldudundan x(¢) = sinc(t) enerji isaretidir, Px = O’dir.
=1/2

a) n(t) = e2tu(t), Kararlilik ve nedensellik?

n L 1
Reminder: e~ (¢ — R -
eminder: e”%‘u(t) pr e{s} > —a

Im
] ROC sag ydnli : Nedensel
H(s) = T Re{s}> 2 I ROC jw eksenini igermez : Kararli

2';? Re degil
7

10) 1 ve —3’te kutuplari olan gift yonlo x(¢) =2

1 _ A, B
(s=ND(s+3) s-1 s+3

1

X(s) =

sag yonlo sol yonlo

X(6) = ~Aetu(=) + Be~3u(t) = 1 (e7tu(-) + e 3u(H)©

6Claude notu: s = 1 kutbuna karsilik gelen sol ydnly terim —Aetu(—t)dir; muhtemelen e yerine ef olmal.
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