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UYARI Bu belge, el yazısִ ders notlarından Claude (Anthropic) yardımıyla dijitale aktarılmıştır.
Yardımcı kaynak olarak hazırlanmıştır; hata veya eksik içerebilir. Lütfen orijinal notları ve ders
kaynaklarınִ esas alִn.
NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

Ayrık Zamanlı Fourier Serileri
orj. s. 1 (Discrete-Time Fourier Series)

x[n] = x[n + N], ∀n, N = 2π
ω0

, ω0 = 2π
N

Periyodik bir işaret Fourier serisine açִlabilir.

x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n

xk = 1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n] e–jkω0n

⇒ Ayrık zamanlı periyodik bir işaretin Fourier seri açִlımı sonlu seri olup, yakınsaklık problemi
yoktur.
Reminder: Ayrık zamanlı karmaşık üstel işaretler (ejωn) 2π’nin katları olan frekanslarda aynıdִr.
Temel fonksiyon: ejkω0n = ψk[n], k = 0,∓1,∓2, . . .
ψk[n], ω0 = 2π/N temel frekansının kω0 şeklinde katları olan frekanslara sahip olduğundan
harmonik olarak ilişkilidir ve burada N farklִ işaret vardır.
ψk[n] = ψk+N[n]
İspat:

ejkω0n ?= ej(k+N)ω0n = ejkω0n · ejNω0n =↑
Nω0=2π

ejkω0n · ej2πn︸ ︷︷ ︸
1

= ejkω0n

⇒ ∑
k=⟨N⟩

ejkω0n =
{
N, k = 0,∓N,∓2N, . . .
0, dışında

1

Karmaşık üstel işaretler sabit olmadִkça bir periyottaki değerlerinin toplamı sıfırdır.
1Claude notu: toplam indisi muhtemelen n = ⟨N⟩ olmalִ (koşul k üzerinde; aşağıdaki ispat da n üzerinden toplar).
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İspat:

q+N–1∑
n=q

ejkω0n =
N–1∑
n=0

ejkω0(q+n) = ejkω0q
N–1∑
n=0

ejkω0n

= ejkω0q
[
1 – ejkω0N

1 – ejkω0

]
=↑

ω0N=2π
0, k ≠ pN

k = pN −→ q+N–1∑
n=q

ejpNω0n =
q+N–1∑
n=q

ej2πpn =
q+N–1∑
n=q

1 = N

⇒ x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n ←− e–jrω0n çarpıp, N terimli toplam

∑
n=⟨N⟩

x[n]e–jrω0n =
∑
n=⟨N⟩

∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n · e–jrω0n =
∑
k=⟨N⟩

xk
∑
n=⟨N⟩

ej(k–r)ω0n

︸ ︷︷ ︸N, k = r
0, dışında

= xr · N

xr =
1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n] e–jrω0n

orj. s. 2 ⇒ Ayrık zamanlı Fourier serisi açִlımında, FS katsayıları xk’larda N periyodu ile periyodiktir.

xk = xk+N

İspat:

x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n =
∑
k=⟨N⟩

xkψk[n]

= x0ψ0[n] + x1ψ1[n] + · · · + xN–1ψN–1[n] ←− k = 0,1,2, . . . ,N – 1
= x1ψ1[n] + · · · + xN–1ψN–1[n] + xNψN[n] ←− k = 1,2, . . . ,N

ψ0[n] = ψN[n] olduğundan x0 = xN olmalִdır.
Örnek
Ex: x[n] = sin3ω0n işaretinin FS katsayılarını bulunuz ve N = 5 için Fourier spektrumlarִnı
çiziniz.

x[n] = 1
2j

[
ej3ω0n – e–j3ω0n

]
x[n] =

∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n

 k = ∓3 −→ x3 = 1
2j = –j/2

x–3 = – 1
2j = j/2

xk = |xk| ejθk −→
x3 = –j/2 −→ |x3| = 1/2 ve θ3 = –π/2
x–3 = j/2 −→ |x–3| = 1/2 ve θ–3 = π/2

xk = xk+rN −−−→
N=5

x3 = x8 = x13 = · · ·
x–3 = x2 = x7 = · · ·
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k
· · · · · ·

1/2j 1/2j 1/2j 1/2j 1/2j

–1/2j

–8

–1/2j

–3

–1/2j

2

–1/2j

7

–1/2j

12
–7 –6 –5 –4 –2 –1 0 1 3 4 5 6 8 9 10 11 13 14

xk, N = 5

ω

1/2 1/2 1/2 1/2

–3ω0 –2ω0 –ω0 0 ω0 2ω0 3ω0

|xk|

Genlik spektrumu

ω

π/2 π/2

–π/2 –π/2

–3ω0

–2ω0
–ω0 0 ω0 2ω0

3ω0

Faz spektrumu

Örnek
orj. s. 3 Ex: x[n] = 1 + sin

(2π
N n

)
+ 3cos

(2π
N n

)
+ cos

(4π
N n + π2

)
ω0 = 2π/N

x[n] = 1 + 1
2j

[
ejω0n – e–jω0n

]
+ 3

2
[
ejω0n + e–jω0n

]
+ 1

2
[
ej(2ω0n+π/2) + e–j(2ω0n+π/2)

]
x0 = 1

x1 =
1
2j +

3
2 = 3

2 – 1
2 j

x–1 = – 1
2j +

3
2 = 3

2 + 1
2 j

 x∗1 = x–1

−→ |x1| =
√

(3/2)2 + (1/2)2 =
√
10/2

θ1 = tan–1
(–1/2

3/2

)
= – tan–1(1/3)

−→ |x–1| =
√
10/2

θ–1 = tan–1(1/3)

x2 = 1
2ejπ/2 = 1

2 j

x–2 = 1
2e–jπ/2 = – 1

2 j

 x∗2 = x–2
−→ |x2| = |x–2| = 1/2

θ2 = π/2 θ–2 = –π/2

⇒ x[n] işareti reel olduğundan x∗k = x–k’dִr.

|xk|

k
· · · · · ·

√
10/2

1
1/2

√
10/2

1/2

–2–1 0 1 2–N N 2N
Genlik spektrumu
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θk

k
· · · · · ·

π/2
tan–1(1/3)

–π/2
– tan–1(1/3)

π/2

–π/2

π/2

–π/2

–2
–1 0

1
2–N N

Faz spektrumu

Örnek
orj. s. 4 Ex:

· · · · · ·

1

–N –N1 0 N1 N

Ayrık zamanlı periyodik dikdörtgen dalga işaretinin FS katsayılarını bulunuz.

xk = 1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n] e–jkω0n = 1
N

N1∑
n=–N1

e–jkω0n = 1
N

2N1∑
n=0

e–jkω0(n–N1)

xk = 1
Nejkω0N1

2N1∑
n=0

e–jkω0n ←− Reminder:
M∑
i=0

ai = 1 – aN+1
1 – a

2

xk = 1
Nejkω0N1

[
1 – e–jkω0(2N1+1)

1 – e–jkω0

] ←− Reminder: 1 – e–jθ = e–jθ/2
[
ejθ/2 – e–jθ/2

]

xk = 1
Nejkω0N1

e–jkω0(N1+1/2)
[
ejkω0(N1+1/2) – e–jkω0(N1+1/2)

]
e–jkω0/2

[
ejkω0/2 – e–jkω0/2

]
xk = 1

N
sin

(
kω0(N1 + 1/2)

)
sin(kω0/2)

, k ≠ 0,∓N,∓2N, . . .

xk = 2N1 + 1
N , k = 0,∓N,∓2N, . . .

Parseval Teoremi

Px = 1
N
∑
n=⟨N⟩

|x[n]|2 =
∑
k=⟨N⟩

|xk|2

Ayrık zamanlı periyodik bir işaretin ortalama gücü, bütün harmonik bileşenlerin (ki bunlar N
tanedir) ortalama güçlerinin toplamına eşittir.

Ayrık Zamanlı Fourier Serisinin Özellikleri

x[n] = x[n + N], ω0 = 2π
N

x[n] FS←−→ xk
2Claude notu: üst sınır M olduğuna göre muhtemelen 1 – aM+1 olmal .ִ
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1) Çarpma: x1[n] · x2[n]
FS←−→ ∑

ℓ=⟨N⟩
x1,ℓ · x2,k–ℓ

İspat:

x1[n] x2[n] =
∑
k=⟨N⟩

x1,k ejkω0n
∑
ℓ=⟨N⟩

x2,ℓ ejℓω0n

=
N–1∑
k=0

N–1∑
ℓ=0

x1,k x2,ℓ ej(k+ℓ)ω0n =↑
k+ℓ=r

N–1∑
k=0

k+N–1∑
r=k

x1,k x2,r–k ejrω0n

=
∑
r=⟨N⟩

∑
k=⟨N⟩

x1,k x2,r–k︸ ︷︷ ︸
dr

·ejrω0n

=
∑
r=⟨N⟩

dk ejrω0n 3

orj. s. 5 2) İlk fark (first difference): x[n] – x[n – 1] FS←−→ (
1 – e–jkω0

)
xk

İspat:
x[n – 1] =

∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0(n–1) = e–jkω0
∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n = e–jkω0x[n]

x[n] – x[n – 1] = x[n] – e–jkω0x[n] =
(
1 – e–jkω0

)
x[n] FS←−→ (

1 – e–jkω0
)
xk

Örnek
Ex: FS katsayılarını bulunuz.

x[n]

n
· · · · · ·

2

1

–5 0 5

N = 5
x1[n]

n
· · · · · ·

1

–5 –1 0 1 5

x2[n]

n
· · · · · ·

1

–5 0 5

⇒ N1 = 1 ve N = 5 olan
periyodik dikdörtgen dalga
(x1[n])

x[n] = x1[n] + x2[n]

x1,k =


1
N

sin
(
kω0(N1 + 1/2)

)
sin(kω0/2)

, k ≠ 0,∓N,∓2N, . . .
2N1 + 1

N , k = 0,∓N,∓2N
=↑

N=5
N1=1


1
5
sin(3πk/5)
sin(πk/5) , k ≠ 0,∓5, . . .

3/5, k = 0,∓5,∓10, . . .

x2,k = 1
N
∑
k=⟨N⟩

x2[n] ejkω0n 4 −−−→
k=0
N=5

x2,0 = 1
5

4∑
k=0

x2[n] = 1 ⇒ x2,k =
{
1, k = 0,∓5,∓10, . . .
0, k ≠ 0,∓5,∓10, . . .

3Claude notu: muhtemelen dr olmal .ִ
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x[n] = x1[n] + x2[n]
FS←−→ x1,k + x2,k

xk =


1
5
sin(3πk/5)
sin(πk/5) , k ≠ 0,∓5,∓10, . . .

8/5, k = 0,∓5,∓10, . . .

Örnek
Ex: Bir x[n] işareti, aşağıda verilen özellikler ile belirlenebilir mi?

1) N = 6 periyodu ile periyodiktir. ω0 = 2π/N = π/3

2)
5∑

n=0
x[n] = 2

3)
7∑

n=2
(–1)nx[n] = 1

4) x[n], yukarִdaki üç özelliği sağlayan işaretler arasında minimum güce sahiptir.

orj. s. 6 2) xk = 1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n] e–jkω0n olup x0 = 1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n] −→ Nx0 =
∑
n=⟨N⟩

x[n]

Nx0 = 2 −→ x0 = 2/N = 1/3
3) Nxk =

∑
n=⟨N⟩

x[n] e–jkω0n = 1

(–1)n = e–jπn −→ e–jπn = e–jkω0n −→ k = π

ω0
= π

2π
6

= 3

x3 = 1/6

4) Px =
∑
k=⟨N⟩

|xk|2 =
5∑

k=0
|xk|2 ←− x0 = 1/3 ve x3 = 1/6

Minimum güçlü olabilmesi için x1 = x2 = x4 = x5 = 0 seçilir.

x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n = x0 + x3 ej3ω0n =↑
ω0=π/3

x0 + x3 ejπn = 1
3 + 1

6(–1)n

x[n]

n· · · · · ·

1/2

1/6

–3 –2 –1 0 1 2 3

Ayrık zamanlı LTI sistemlerin periyodik işaretlere cevabı

Azn h[n] AznH(z) , H(z) =
∞∑

k=–∞h[k]z–k

4Claude notu: muhtemelen 1
N
∑

n=⟨N⟩ x2[n] e–jkω0n olmalִ (k = 0 için sonuç değişmez).
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y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=–∞h[k] x[n – k]

=
∞∑

k=–∞h[k]Azn–k = Azn
∞∑

k=–∞h[k]z–k︸ ︷︷ ︸
≜H(z)

= AznH(z) −→ Azn : öz fonksiyon
↪→ H(z) : özdeğer

⇒ z = ejω

Aejωn h[n] AejωnH(ejω)

H(ejω) =
∞∑

n=–∞h[n] e–jωn : Frekans cevabִ (frequency response)

x[n] =
∑
k=⟨N⟩

xk ejkω0n
h[n]

y[n] =
∑
k=⟨N⟩

xk H(ejkω0) ejkω0n =↑
yk≜xkH(ejkω0 )

∑
k=⟨N⟩

yk ejkω0n

Örnek
orj. s. 7 Ex: h[n] = αnu[n], –1 < α < 1 ve x[n] = cos

(2π
N n

)
ise y[n] = ?

x[n] = cos
(2π

N n
)

=↑
2π
N =ω0

cos(ω0n) =
1
2
[
ejω0n + e–jω0n

]
−→ x1 = x–1 =

1
2

H(ejω) =
∞∑

n=–∞h[n] e–jωn =
∞∑
n=0

αne–jωn =
∞∑
n=0

(
αe–jω

)n
←− Reminder:

∞∑
k=0

ak = 1
1 – a , |a| < 1

= 1
1 – αe–jω

yk = xk H(ejkω0) −→

y1 = x1 H(ejω0) = 1

2
(
1 – αe–jω0

)
y–1 = x–1 H(e–jω0) = 1

2
(
1 – αejω0

)
y[n] =

∑
k=⟨N⟩

yk ejkω0n = y1 ejω0n + y–1 e–jω0n

y[n] = 1
2

( 1
1 – αe–jω0

)
ejω0n + 1

2

( 1
1 – αejω0

)
e–jω0n

1
1 – αe–jω0

= rejθ

y[n] = 1
2rejθejω0n + 1

2re–jθe–jω0n = r
2
[
ej(ω0n+θ) + e–j(ω0n+θ)

]
= r cos(ω0n + θ)

Ayrık zamanlı periyodik dikdörtgen dalga işaretinin FS katsayılarını bulunuz.

xk = 1
N
∑
n=⟨N⟩

x[n] e–jkω0n = 1
N

N1∑
n=–N1

e–jkω0n = 1
N

2N1∑
n=0

e–jkω0(n–N1)

Claude ile dijitalleştirildi · hata içerebilir / Digitised with Claude · may contain errors 7 / 8



İşaretler ve Sistemler Ders 7 – Ayrık zamanlı Fourier serileri

xk = 1
Nejkω0N1

2N1∑
n=0

e–jkω0n ←− Reminder:
M∑
i=0

ai = 1 – aN+1
1 – a

xk = 1
Nejkω0N1

[
1 – e–jkω0(2N1+1)

1 – e–jkω0

] ←− Reminder: 1 – e–jθ = e–jθ/2
[
ejθ/2 – e–jθ/2

]

xk = 1
Nejkω0N1

e–jkω0(N1+1/2)
[
ejkω0(N1+1/2) – e–jkω0(N1+1/2)

]
e–jkω0/2

[
ejkω0/2 – e–jkω0/2

]
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