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kaynaklarini esas alin.
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UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders

NOTICE  This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or

TAYLOR DIFERANSIYEL YAKLASIMI ILE YAK(ASIK
DEGER HESAPLAMA

fx,4) = x3 +y*+1 — (1,2) noktasinda tedet dizlem denklemi
f1,2)=1+16 +1=1%
(1,003, 2,001 =2  (1,003)3 + (2,001)% + 1 islem zorlugu
fla+ Ax, b+ Ay) = f(a, b) + x(a,b) - Ax + fy(a, b) - Ay
a=1 b=2 Ax=0,003 Ay= 0,001

F1+Ax, 2+ Ay) = (1,2) + ((1,2) Ax + f,(1,2) Ay~ = 3x> fy = dy>
~ 18 +3-0,003 + 320,001
=1% + 0,009 + 0,032 = 18,041

Ornek
]’Difemmsige[ yakl. kullan. /(2,06)2 + 5 - (0,92)% degerini yaklasik olarak hesapla.

fx,y) = \/x% +5Sy* — FA2,06,0,97) =7

a=2 b=1 Ax=0,06 Ay=-0,03 (2+0,06, 1-0,03)

f(2,1) = 3
=L 0P +5yHT2 20 | K(27) = %
fy = 4 (P HsyMTV2 . 2043 | I, (2,1) =12
f(2,06,0,97) = 3 + 20,06 + (% : (-o,o3)>
=3+0,04-0,1=294
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

IKT DEGISKENLI FONKSTYON(ARDA YEREL
MAKSIMUM VE YEREL MINIMUM, EYER
NOKTACARINT BULMA

noktalar yerel max, min, eyer noktasi adaydir.

Siniflama Metodu: D = fi - fyy — (fxy)z (x0:Yo)'da

1) D(x0,Yo) > 0, Fx(x0,yp0) > O ise (xp,Yo) yerel min.
2) D(x0,Y0) > 0, Fx(x0,Y0) < O ise (xp,Yo) yerel max.
3) D(xp,Yo) < O ise eyer noktas..

4) D(xo,Yp) = O ise baska tekniklere basvurulmalidir.

Ornek
Flx,y) = x2 + 2xy fonks. nun yerel max, min ve eyer noktasini bulunuz.

1. adim: VF=0

fx=0 — 2x+2y=0 |y=0

fy=O — 2x=0 |[x=0

(0,0) kritik nokta
z.ad"V\:D:fxxfyy—(fxy)z fXX:Z fyy:o f)(g:Z

D=2.-0-4=-4

3. adim: D(0,0) = -4 < 0 — eyer noktasi — (0,0)

Ornek
Flx,y) = 2xy — 5x2 — 2y2 + 4x — 4 founks. yerel min, max, eyer noktasini bul.

1. VF=0 fx=0: 2y—-10x+4=0 fy=0: 2x-4y=0

ols

x =2y 2y—-20y+4=0 y=%,x=

D:fxxfyy—(fxg)2 fxx:—‘TO fyy=—4 l[)(g:2

p=40-4=36 D(43)=36>0

~N—r 9

fxx(%' %) =-10<0 (g,% — yerel max.

Ornek
Fx,y) = 2y> + 2x2y — x? — y fonks. nun D = {(x, y); x% + y2 < 1} kapali bdlgesindeki alabilecedi
mutlak max ve min degerlerini bulunuz.

Ladm: (x—a)2+(y-b)2=r2 M=(00) r=1
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal ¢gizim, s. 21

2. adim: Kdse koordinatlar yoktur.

3.adim: V=0 fx=0 fy=0

f=axy—2x=0 = 2x(2y-1)=0 x=0,y=7
fy=6y?+2x2-120 — 6y2-1=0 g:iﬁ
g=%:>%+2x2—1=02>2x2=—% x2=—£(><)
1 1
(0%) v (0-7%) —

4. adim: x2 +y2 =1
fix,y) = 2y> + 2x°y—x* —y «— x> =1-y?

x2=1-y? = fly)=2y>+2(1-y?)y-(1-y?) -y

=y +y-1 Fly)=2y+1=0 g=—%
Gefoxef xeof (fod) w (F-y)
S. adim:
(f-3)-2-3+2 3(-)-F+4--3
(-F-3)r29+23 (2)-2+4-3

2 ; 15
Mutlak max — WA mutlak min — 7

COK DEGISKENLI FONKSIYONLARDA KAPALL BIR
BOLGE ICIN MUTLAK MAKSIMUM VE MINIMUM
BULMA

fix,y)=...
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

e ———

')P(X,fy)
v,

orijinal ¢gizim, s. 21

Girdileri stirlanmis bir bélgede f(x, y)nin mutlak max/min aranir.

1. adim: Bizi sinirlayan bélgeyi gizmeli ve tim sinir fonksiyonlarini belirlemeliyiz.

2. adim: Mutlak max ve min adaylarin belirleriz.

2.1 adim: Kdse koordinatlar direkt adaylardir.

2.2 adim: VF= 0 = fx = O, fy = 0 = Kritik noktalardan kapali bélge icine disenler adaydir.
2.3 adim: Sinir fonks. da krit. nokt. tespit edilir.

3. adim: Bitin adaylar f(x, y)ye konulur. Gikan sonuglardan en biyigdi mutlak max, en kiigigi
mutlak min dir.

Ornek
Fix,y) = 2x + 2y — x% — y2 fonks. nun x = 0, x = 2, y = 0, y = 2 dogrular tarafindan
sinirlanan bélgedeki mutlak max ve min degerleri =72

1. adim:

orijinal gizim, s. 22

2. adim: Kdse adaydir.  (0,0), (2,0), (2,2), (0,2)
Kritik noktalar adaydir. (f(x, y)'nin)

VE=0 f=2-2x=0=x=1
(1) ¢ f4=2-2y=0=y=1

Sinir fonksiyonlari: y = 0 = f(x) = 2x — x?
(10) «— x=1 ¢ 0=2=2x=F(x)
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

y=2=fx)=2x-x> —Ff(x)=0=2-2x=0=x=1 (1,2)
x=0=fy)=2y-y’ = f(y)=2-2y=0=y=1 (0,)
x=2=fy)=2y-y? =F(y)=2-2y=0=y=1 (2,1

3. adim: Adaylar — (2,1), (0,1), (1,2), (1,0), (L1, (0,0), (2,0), (0,2), (2,2)

f2)=a+2-4-1=1 () =2+2-1-1=2
A0 =2-1=1 f1,2)=2+4-1-a=1
f1,0)=2-1=1 f0,0)=0 f0,2)=0
f(2,0)=0 f(2,2)=0 Mutlak max = 2 = (1,1)

Mutlak min = 0 = (0,0), (0,2), (2,0), (2,2)

Ornek
F(x,y) = x2 — y2 fonk. veriliyor. Kése koor. (0,0), (=1,1), (1,1) olan Usgen Uzerindeki F(x, y)'nin
max ve min dederleri =7

orijinal gizim, s. 22

f(0,0) =0 (1,1 =0 f(-1,1)=0
Kdse koordinatlari

VF=0=f,=2x=0—x=0
(00) «—fy=-2y=0-—y=0

F0,1) = -1

Fx)=x>-1—Ff(x)=0—F(x)=2x=0 x=0 [(0,1)

x=y—Ffx)=0—F(x)=0
X=1y—Fx)=0—FF(x)=0

Max deger: 0 — (0,0), (=1,1), (1,1)  min deger: —1— (0,1)

(AGRANGE CARPANI METODUY

f(x, y) veya f(x,y, 2) gibi cok deg. fonks. maks veya min bulma metodudur. Bu fonksiyonlar
sinirlayan bir denklem Gzerinde,
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

¥ fx,y) = x2 + 2xy nin x — 3y = 10 denkl. sagl. nokt. max, min.
x f(x,y,2) = xyz nin x2 + y2 + 22 =94 """ pax, min.

1. adim: Bizi sinirlayan denklemi g(x, y) veya g(x, y, 2) fonksiyonuna gevirmeliyiz.
2. adim: VF=A-Vg — lagrange garpani
VE= (bufy) [ (fafy o)
Bu esitligi saglayan durumlar ¢dzeriz.
Va={aay)  (Fafy) =2 (9 9y)
fy =\ gyl - e 5 Al gy 1

bulucaz.
4. adim:

f( ) = en biylk — max deger

f( ) = en kiglk — min deger

Ornek
F(x,y) = Sx — 3y fonks. x2 + y2 = 136 esitligini sadlayan nokt. daki max ve min nokta =?

I1. adim — g(x,y) = x2 + y2 =136
2.adim — VA=A Vg — (5,-3) = A- (2x,2y)
S=2A—ix=5 -3=2\y—y=>
3.0«dlMﬂ%+%:136 A==xl
4. adim — A= — (10,-6) A=-% —(~10,6)
f(x,y) = Sx — 3y — F(10,-6) = 68 , (—10,6) = —63

max deger min deger

Ornek
Flx,y) = ax2 + 10y2 fonks. x2 + y2 = 4 denkl. sadlayan nokt. daki max ve min =?

I‘l. adim: g(x,y) = x2+y2 -4
2. adim: VF=A-Vg (8x,20y) = A - (2x,2y)
8x=2XA—x=0 A=14
20y =2y —ry=0 A=10
3. adim:
x=0-—y’=4 y==22-—(0,2)ve (0,-2)
y=0-—x2=4—x= 22— (2,0) ve (-2,0)
4. adim: f(x,y) = 4x? + 10y?
f(0,2) = 40 f(0,-2) = 40 max deder = 40
f(2,0) =16 f(-2,0) =16 min deger = 16
Max nokt. — (0,2), (0,-2)
Min ” — (2,0), (=2,0)
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)
Ornek

Yizey alan 54 cwm? olan dik dértgenler prizmasi bicimindeki kutunun max hacme sahip
olmasini saglayan kenar vzunluklarini lagrange garpani yontemi ile bul.

f(x, Y, 2) — maksimum g(x,y,2) — sinirlayan fonksiyon

1. adim

_—73

orijinal gizim, s. 22

Hacim = x-y-2
fx,y,2) = xyz
2xy + 2x2 + 2yz2 = 54
Xy +xz+yz=27

Bizi siirlayan fonks.:: g(x,y,2) = xy + x2 + yz — 27

2. adim
VF=A-Vg
(yz,x2,xy) =A-(y+ 2, x+2,x+y)
gzs?\-(g+2)—>}\:;4T22
x2=N-(x+2)—A=2&
xy=)\-(x+y)—>7\=%

yz x2 Xy

(x+2)-yz=(y+2)-x2 2°(y-x)=0 2#0

y+z |x+2| x+y

(x+2)-xy=(x+y)-x2 x#0 2=y yYy=x
3. adim: xy + x2 +yz = 27 3a2 = 27

max hacim «— 27 =(3,3,3) «— a=3

Ornek
Flx,y) = 4x2 + 10y2 fonks. x2 + y2 <= 4 diski Uzerindeki max ve min nokt. ve bu nokt. karsilik
gelen degerler =7

Ladm:x2+y2=4  M(0,0) r=2
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal ¢gizim, s. 23

2. adim: I¢ bslgedeki max min aday
Vf=0 (fafy)=0 f=0 fy=0

fE8xz0 x=0

x = 8x X (0,0)

fy=20y=0 y=0
3.adm: g(x,y) =x2+y2 -4 VF=A.-Vg

(8x,20y) = A - (2x,2y) Bx=A-2x 20y =A-2y
x=0V A=4

Ldurum —x=0-—y2=4 y=22-—(0,2)ve (0,-2)
2.durum — A=4-—20y=8y—y=0—x2=4—x==%2 (2,0)V (=2,0)
4. adim:

(0,0) = f(0,0) =0 (0,2) = F0,2) = 40
(2,0) = £(2,0) = 16 (0,-2) = F(0,-2) = 40
(-2,0) = f(-2,0) = 16 max deder — 40 — (0,2) V' (0,-2)

Min deger — 0 — (0,0)

Orneb

flx,y,2) = dy — 22 fonks. nun 2x —y — 2 = 2 ve x2 + y2 = 1 sartlarni sadl. nokt. daki en biyik
ve en kigik degerlerini bul. — ki tane siirlayan fonk. var.

) f
g% VF=A-Vg 2 VF=A-Vg+p-Vh
A

Ap

Ladm:g(xy2)=2x-—y-2-2  h(xyz2)=x>+y? -1
2. adim: VF=A-Vg+u-Vh X2+y2=TH%+%=T

(0,4,-2) = A-(2,=1,=1) + - (2x,24,0)  p= =13
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Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

Matematit IT
-4=2 = =2
q=2ux — x =

0 =2A+ 2ux
4=-A+2uy 6=2uy—%g=% —A=2
-2=-A+0
u=\/13—>x=\;%,y—\/%,z—\;% 2
-3 =7 _9

= _y/ =2 y=:=2 5=
W= 13— x 3 Y 5 27 3

3. adim: f(x,y,2) = 4y — 22

2 7
max nokt. <W (\/ﬁ - 2>>
2 2 _ 26 .
f(\ﬁ 5 (\/ﬁ—z)) = ﬁ+4 max deger
- 2 -3 (.72 _
min nokt. <\/§’ Wort <\/§ 2))
2 3 ? _ —26 . Y
f(m'\/ﬁ'(\/ﬁ—z)) = \/ﬁ+4 min deger
Ornek
2
]Vf(x, y) = x -y fonks. % + 97 = 1 elipsi Uzerindeki max ve min noktalar bul.
2 2
L —1=0—9g(x )—~+97—

A 9
1. adim: 2 4 +5 =

2. adim: VF=A-Vg — (y,x)
y=A-3—A=3 xzAy-—r=3

11— 4+ 5
:)\'<719>

2 2y2 2
y:§ :})(2:292 ! %-{—%:1 :}yzz

£ 14
x=2V2 «— x2=2 — y=1

x=2V2 — x2=2  y=-1
(V2,1), (=V2,1), (V2,-1), (-v2,-1)
3. adim: f(x,y) = x-y = A(V2,1) =2
A(=vV20)=—V2  AV2,-1)=—/2 A2,-1)=+2
Max deder — V2 — (V/2,1) ve (—V2,-1)
Min deder — —v2 — (=v/2,1) ve (V'2,-1)

y ==l

CIFT KAT(I INTEGRAL NEDIR VE NEYI HESAPLAR?

Jf(x) dx — ” f(x, y) dx dy

x Ust Uste 2 defa integral alma islemidir.
* 2 farkli degiskene gdre integral alini.
NEYT HESAPLAR?

1) ALAN HESAPLAMA
Sabit sayili fonks. da olur — [ Tdxdy = Alan
7/52
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

2) HACIM HESAPLAMA
[] fx, y) dx dy = Hacim Hesapla.

503 503
JJTWdy=NAN JJ@+2@dmw=Hij
2J1 2J1

SINIR(ART VERIIMIS (.K. INTEGRALLERT
HESAPLAMA

Ornek

E (J3(X+ 2y)dx) dy =7

1
— integral alma sirasi igerden disa dogru gider.

x2 3 /9 1
<?+2xy ’1 —<§+6y>—(2+2y>f4+4g

S 5 ]
J(4+4@dy=G@+2f>t=%20+ﬂ»—@+8)=?0—% HACIM — 54
2

Orneb

2

3 x
J J xydydx =7 — distaki sinir daima sayilardan olusur.
1 Jx

Ornek

2y
J J Tdxdy =72 — ALAN
T Jy

— x‘j = yP -y

2 g g2y
Jﬂf‘ww’<2‘z>h’4

C.K. INTEGRALDE SINIR BELIRLEME

2 gesit vardir. Sinir belirlenmesi icin ALAN verilir.

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)
1. gesit: Verilen alan DIKDORTGEN ise integralin iki sinirinda SAYT olur.
5r3
J J f(x, y) dxdy
201
2. gesit: Verilen alan DIKDORTGEN degil ise integralin sinirlarindan biri SAYI, digeri ise
FONKSIYON olur?

3

fJX f(x, y) dy dx

X

VERILEN ALAN DIKDORTGEN ISE:

2 sinir da sayi olur.
Ornek
” (x+y)dA, Rbdlgesi x =2, x=5, y = 3 ve y = 4 dogrular ile sinirlanmaktadir. Bu

R

integralin sonucu =72

iki stnir dasay — 2= x<5, 3sy<4

s

orijinal gizim, s. 24

EJ:(X +y)dydx = J:E(x +y)dxdy

e iki sinir da sayl ise integral alma sirasi direkt sinirlarin yerinin degistirilmesi ile degistirilebilir.

5.4 5 2\ 4 s 3 2 2,\ 5
= 4 = Ve £ (P +125
LL(X+y)dyd}<—-L (xy+ 2)‘3(%)( L <x+ 2)dx (2 + 2)‘2

=30-9=21 — HACIM

VERILEN ALAN DIKDORTGEN DEGILSE:

1 sy SAYT
1 sinir FONKSIYON sinir Sayl «— [[ — Fonksiyon siniri

Ornek
” xy dA, R bdlgesi y = x2 ve y = 2x fonk. nin sinirladid) bélgededir. Bu integralin sonucu?
R
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Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal ¢gizim, s. 24

Arada kalan alan dikddrtgen degil.
kesisme nokt. — x2 = 2x| x2 - 2x = 0, x=0, x=2

Sayl sinir x’te: 0 = x = 2
Fonksiyon sinir y'de: x2 < y = 2x  Asadidan yukar

Sayi sinir y'de: 0 =y = 4
Fonksiyon st x'de: % sx<s,/y soldan saga

2p2x 409
JJ xydydx = JJ xy dxdy
0Jy/2

0Jx2

Ornek
H (x + y) dA, R bdlgesi y = v/x, x = 4 ve x ekseni tarafindan sinirlanmaktadir. Integralin
R

sinirlar =7

orijinal gizim, s. 24

— Sayl sty Xte - 0<sx< 4

— Dikdértgen degil. — Fonks. siniri y'de — 0 s y = /x  asadidan yukar

ar/x
JJ (x + y) dy dx
0Jo
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

C.K. INTEGRALDE INTEGRAL ALMA SIRASININ
DEGISTIRILMEST

Orneb

(™ siny . - . -
g dy dx integral alma sirasini degistirerek integralini hesaplayiniz.
o)

X

* Integrali hesaplanamayan C.K. int. de yapilir.
1. adim:
Xsysm

} siairlar glkariliy - y=xvey=m
Osxsm

orijinal gizim, s. 24

2. adim: sayi sinirlar y'ye O < y = 7, fonksiyon sinirlart xe 0 < x < y soldan sada

MY siny siny 1Y . J’" i e
dxdy = —= - x| =sin sinydy = —cos =2
JoJo Y = C) 0 . 0 i) yO

Ornek

39
J J , x3e¥’ dy dx integrasyon sirasini degistirerek hesaplayiniz.
0Jx

T

1. adim: O = x = 3 — Sayl s

x2 =y <=9 Fonksiyon sinirt -y =x2 /y=9 Asadidan yukari

sayl st yye - 0 s y<=9

fonk. sinin x¥e — 0 = x < ,/y soldan sada
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Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

INLLLRY
T

g 1y
f. L
T A

orijinal gizim, s. 24

2. adim:
a a4 a2
JJ x3e93dxdg:J X oy’ \@’J 9~ oy’
olo 0 0 o 4
9 2
Y~ oy 3 - = byl 342 l_J V=¥ . L
Joare dy=y> =v du=dy-3y :>12edue 5
Ornek
82
J J Vx4 + 1dx dy integral alma sirasinl degjistirerek integralini hesaplayiniz.
0} ¥y

1. adim: O = y = 8 — Sayi sinin
Yysxs2— Fonks.sian x=3y y= x> x=2 soldan sada
sayl sl xX'e = 0 < x < 2

fonks. simir y'ye = 0 = y = x>

asadidan yukar!

X=Y y

X=2

orijinal ¢gizim, s. 24

20x°
2. o«dnm:J J Vx4 + 1dydx
0JO

2 3 2
=J \/x4+1-y’0dx=[ Vx4+1-x%dx u=x¥+1 du=axdx
0 0
Rl A R N o e e e P e A A o
- — = — + 3| :l_._. :J .+
6 16 6| (N IGINAERGE R LY
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Matematik IT

* trigonometrik ifadelerde fonks. degistirirken ifade tersine gevrilir.

COSX =Y — X = arccosy

C.K. INTEGRAL YARDIML ILE ALAN HESAPLAMA

Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal gizim, s. 25

H flx,y) dxdy = Hacim
D

ﬂ o(A = Alan
D

OrN:
2x=
Xz 2
\
/ 4
orijinal gizim, s. 25
— Tek katl integral
2 32 g
2 X
dx=—| |=
Jo XTMEETe B

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

— Gift katli integral

C.K. INTEGRALDE ORTALAMA DEGER HESAPLAMA

f(x,y) — R bdlgesine karsilik gelen f(x, y) degerlerinin ortalamasi

orijinal gizim, s. 25

ﬂ;e f(x, y) dA

[ o1+

(pay: f(x,y) ile R bolgesi arasindaki hacim; payda: R bdlgesinin alanr)

ortalama deger =

R bdlgesi dikddrtgen olursa:

asxs U
Ort. deger =

Lok GEricen) Gt

Orneb

a b c d
f(x,y) = x + y fonks. R = [1,3] x [1,2] dikddrtgensel bélgesindeki ortalama deder =?
X Y

1 302 13 P 2
Ort.De”er=—JJ x+y)d a{x=—J xy+ =—1| dx
ST = BmInE M )y FTPYE ] YT

13 1 13 3 ?
=_ +2-x——|dx=— + 2 )dx= 2
ZL <2X 2rX 2) 4 ZL (X 2) T2

Ornek
Flx,y) = x - y fonks. y = x? ve y = x edrileri taraf. siirlanan bdlge icin ort. deder =?

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 76/5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal gizim, s. 25

1prx
” xy dA LJ xy dy dx 1
R — JOIx? 24

Ort. Deger = = =

Trx
” TdA U Tdy dx
R x2

KUTUPSAL KOORDINATLAR NEDIR?

Kutupsal Koordinatlar (r,0)

N

0\|—\|
D=

— (ﬂ'M

P

orijinal gizim, s. 25

r=4/x2+y2

r orjine olan vzaklik
0 = x ekseni ile yapilan agl

Kartezyen Koordinatlar (x, y)

] b,y)
lyl

el P ed ISt . -

orijinal gizim, s. 25

Kartezyen ve kutupsal koordinatlar ayni noktayl bize farkli bir sekilde gdsterir.

(2,120) —

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 7?/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

/125"

JU

¥ ‘ 2 il

orijinal gizim, s. 25

Kartezyen koor. — Kutupsal koor. gegis

Ornek
(2,-2) kutupsal koordinati =2

orijinal gizim, s. 25

r=2v2 0=315° (2V2, 315°)
Ornek

(3,3V/3) kutupsal koordinati = ?

F A |

orijinal gizim, s. 25

(3,3V3)  (6,60°) = (6,7/3)

Kutupsaldan kartezyene dénis:

(6,7/2) = (0,6)  (4,21/3) = (-2,2V/3)

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

KARTEZYEN DENKLEMLERT KUTUPSAL
DENKLEMLERE CEVIRME

Kartezyen Denklem Kutupsal Denklem!

xty=5 — r-cos®+sin’0 =1

x=cos0-r x2+y2=r2
y=sind.r rcos®+rsin® =5
1= Ornek
e?X = y kut. denklemine cevir.
} x=rcos® y=rsin®  e2r°0 = rsing
1= Ornek
(x—1)2 + y2? = 4 kut. denkl. evir.
(rcos®—1)2 + (rsin0)? = 4
KUT. DENK. KART. DENK. CEVIRME
x=rcos® y=rsin® r’=x’+y?  r=4/x2+y2
. Yy X
sind = cos0 =

KUTUPSAL KOORDINATLARDA TUREV

r = f(0) %=F(9) r=3+5cos0 %2—55im6

x = f(e) dy _ dyfdt

— = ——  parametrik tirev

y=rsind | y=F0)sind dx ~ odx/dO

_ F(0)sin® + (0)cos O
" F(0)cosB + f(0)sind

r = (0) — X = rcos 9} x = f(0) cos O dy _ dy/do

— Orneb

d
r =5+ 2sin0 ise dyfdx =7 d—g = 2 cos0®

“Claude notu: paydaki isaret muhtemelen F(0) cos® — F(0) sin@ olmali (genel formilde de, bu Srnekte de ayni
isaret yazilmig).

dy 2cos0-sind+ (5+ 2sind)coso

dx ~ 2cos0-cosO+ (S5+ 2sind)sind

1Claude notu: sagdaki ifade asadidaki islemle uyusmuyor; muhtemelen rcos® + rsin® = S olmal.

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors 77/57



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

KUT. KOOR. TEGET DOGRY DENKLEMI BULMA

r = f(0), 0 = 0p nokt. gizilen teget dogru:

o)

orijinal gizim, s. 25

dy

1. adim: NI

= tegetin egimi
6=90

2. adim: x = rcos® = f(0p)cosOp =xp Yy =rsind = f(0p)sinbp = yo
3. adm: (y—yp) = m- (x—xp)

Ornek
r =3+ 8sinb edrisine 0 = /6 nokt. gizilen tedet dogrunun denklemini bulunuvz.

1. adim:
dy _ %sim6+rcosﬁ
dx 0=7 %cose—rsime
V3 ”\T/g _ 8cos0sind + (3 +8sinbd)coso
S % 8cosOcosO—(3+8sind)sind
2. adim:

Nl

)

x=rcos0 = (3+8sinb)cosO = ?T\/i (?\/g
y=rsin9=(3+85im9)sin9=% -

3.adim: (y—yp)=m-(x—x0) — y—% = %(X_?T\/?)

KARDIOID NEDIR VE NASIL CIZILIR?

Kutupsal Denklemle (r,0) — r = 1+ sind

Grafiklerin 6zel bir sekline kardioid denir — KALP SEKLT

> bandord

KALP JE kU &—

)

orijinal ¢izim, s. 26

Clavde ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 20/57



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

Ornek
r =1+ cos 0 grafigini gizin.

1. adim:
e}oo q0° 130° 270° 360°
r\ 2 1 0 1 2

2. adim:

orijinal gizim, s. 26

Ornek
r =1+ sin0 grafigini giziniz.

1. adim
e\oo q0° 180° 220° 360°
r} 1 120 11 0 1

2. adim

L,00llM 9 19"

orijinal gizim, s. 26

CEMBER BELIRTEN KUTUPSAL EGRILERIN
GRAFIGINT (1ZME

1. gesit — r=a, a>0 Merkezi (0,0), yarigapl a olan gember
2. gesit — r = acos®, a # 0, Merkezi (4,0), yarigap = |5 |

3. gesit — r = bsinB, b # 0, Merkezi (O, %), yarigapl = lgl

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

r=acos0+bsind, a # 0 b # 0, Merkezi (% 2\ yaricapl =
\NARTAN T
”‘O“rneé
r=2

orijinal gizim, s. 26

X =rcos0
=rsin®
1l 5
r=g/xs+yc
A )(24—12-:2
V
x2+g2 =4

N N\

N

/|
wviv,v) r =

o0

4— /

Orne

r=4cos® M(2,0) r=2

orijinal gizim, s. 26

N
N
C

P ST DRIEY DREDUT LTRSS 39.Y DA L I NP K} qH LatBLTRY i Cl gt
avae ite aljitattestirital = nata icgerevity /- UIGITtIS withn Liavae - may contaln errors




Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

\/x2+y2=4~L (x-2)2+y?> =4
VX2 +y2

Ornek
r=-3cos® M (—%,O) r= %0‘

“Claude notu: merkez (—3/2,0) oldugundan alttaki denklem muhtemelen (x + %)2 +y? = % olmall.

orijinal ¢gizim, s. 26

/X2+92:_3,X++y2 (x—%)2+y2=%

KARDIOID ALAN HESAPLAMA

Ornek
r = 1+ cos 0 kardioidinin grafigini giziniz ve 1. bélgede kardioidin ig bolgesinde kalan alan
hesaplayiniz.

r{ 2 1 0 1 2

0| 0° q0° 180° 220° 360°
|

orijinal gizim, s. 26

Clavde ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 23/5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

1 92 2 1 Tt/2 5
Alan = J r< do =J (1+ cos ) do
2 Jg, 2Jo
T[4 1 0 sin20\ /2
=§JO (T+2cose+c0520)o{9=2<9+25M6+§+5m42 )‘O
-3
= 2E+1
c0s20 = 1+c;>s 20

Ornek
fr = sin(20) kardioidini giziniz ve kardioidin iginde kalan bdlgenin alanini hesaplayiniz.

9‘00 4s5° 9q0° 135° 180° 225° 270° 315° 360°

r‘ o1 1 0 & [0 1 o | 41 |0
1 (92 1 (/4 41— cos 40
A=iJ r2d9=8-lJ (smze)2de=4j 75 e
2 Jo, 2 Jo 5 2
1—cos 40 0 sindd)\ /4
. 2 | L o
(sin 20) T 4 (2 = ) ’O
=12

Ornek
| r= 1+ cos 0 kardioidinin iginde ve r = 1 cemberinin disinda kalan alan bulunuz.

275° s

orijinal gizim, s. 26

L

A= %J:z ("12 —r%) do

1

1[4 ! 0520 + 1
A—Z-EJO ((1+cose) —T)d@ T3 T

Clavde ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 2‘//57
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

/2
=J (2c059+c0529)o(9=2+E
0 q

Ornek
rr = 8 cos 0 gemberinin iginde, r = 2 sec 8 dogrusunun saginda kalan bolgenin alanini bulunuz.

orijinal gizim, s. 26

— (5,0) r=|%| m(4,0) r=4

x=2 x=rcos® y=rsind

rcos@=2 r=

cos©
2 1 T T
‘a'ScosB»E—mosE)—,5 6'? T3
1 (P T 2.2V3 32
A=1J r2de=2~J (8 cos 0)2 df — V3 5L 32T 0l
2 )y 2 Jo 2 3

CIFT KATLI INTEGRALLERL KUTUPSAL
KOORDINATLARA DONUSTUREREK COZME

Cember denklemi — x2 + y2 = 12

Dy e VIR
g b TR
RN
@) x=~\Z- g7

25/57
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Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

..f-l =

— '
% ey

e AT

= It

~
— a
ok (-

orijinal gizim, s. 27

Kutupsal Koordinatlara Cevrim

) x=rcos® y=rsind
2) x2 +y2 =712
3) dxdy = rdrdd

(” fx,y) dxdy = ” f(r,0) rdrdd

siirlar x,y sinirlar r ve ©

Ornek

2.2
ﬂ el dA, R bolgesi merkezi orijin olan birim R gember. Buna gdre integralin sonucu
R

nedir?

—
| —

{

orijinal gizim, s. 27

2mpl
J ﬂJ ede %—)du= 2rdr
0

0]

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 26/5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

:Jzﬂjeu.@r :JznTQVZ
0 2 lo 0 2

1 27’(8_1
= do = (e—1
0 Jo 2 e

Orneb

1 pV1-x2
J J dydx =7 Sinirlarinda gember denklemi icerenler kutupsal koord. dénUs.
1

¢o20lmelidir?

orijinal gizim, s. 27

. oJo 5 0 2 2lo 2
Ornek

3p/9A-y2
J J ! e_(X2+92) dxdg =7

0JO

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 27/5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)
nf 1 _q 1 1 |q| 1 72 JW/Z 1] o I
e =} = =2+ =}~ 9‘ ——e T+ _)do
2 < B* 2) < 2° 2) ol T 1ld N 29 ['B

MERKEZT ORTIN OLMAYAN CEMBER ICIN CK.
INTEGRALDE KUTUPSAL DONUSOM

Ornek
” (12 — 6x — 4y) dA integralinin sonucunu R: x2 + y2 = 2y cemberinin i¢ bslgesi olmak Uzere
r

bulunuz.

1. adim:

2

x> +y?=1r?

—r% = 2rsind X =rcos0 Yy =rsind

r=asin® -mM(0,%) r= 14| r=2sin0

r=acos® — M(5,0) —r=|4| dxdy = rdrdo

orijinal gizim, s. 27
2.adm: 00 =sm O<sr<2sinb

2 sin6
JJ (12 — 6rcos® — 4rsin®) rdrdd
0JO

2sind

71¢ + 4 7T 3
—EJ 1—2c0526+1 Eoa 0(9=J 6r2—2r3cose—isin9 do
3 Jo 2 0 3 0

= 3m

Ornek

mr2sino
J J rdrdf integralini kartezyen koordinatlara geviriniz.
0JO

T.adm: 0 sr<s2sin®@—r=0ver=2sin® M(0,1) r=1

Os0sm

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors 28/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

2. adim: rdrdd = dxdy

2 2L 2

x“+ys=r r=2sin0 Osys2
2
2 2 _ <4y 2) / 2 2 L 2
+ = SpE=— = — =x< = = =
X y 2y — r p 2y —y X 2y —y X 2y —y
x = #4/2y —y?
3. adim:

2/ 2y—y?

JJ lTdxdy =m

0J—v/2y-y?

CIFT K. INTEGRALDE DEGISKEN DEGISTIRME

” fx,y)dA = (xy)= (v,v)  (r,0) — Sz2el dedisken degistirme
R

1 dxdy du ve dv. — [[cf(u,v)dA

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors 27/5?



Matematik IT

Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal gizim, s. 27

R bdlgesi x ve y'nin sinirlanni belirlemek oldukga 2orlu bir bdlge ise degisken dedistirme

ydntemine basvurulour.

x=9(u,v)

y = h(uy,v)

JL fx y) dA = Hg (90, ) h(u,v)) [131] dualv

ox dy Ox ag_J_%ﬁ
du dv dv du ’%y
U

ox
ov
dy

—— determinant - jacobian
v

Orneb

R bblgesi O = x = 2 ve x = y < x + 4 tarafindan sinirlanan kapali bolge olm. Gzere, ” xy dA
R

int. x = 2u ve y = 4v + 2u donisimi yap., ¢620nlz.

1. adim: Jacobian hesaplanmali

x
ou
9y
ou

2. adim: x ve y'li bdlge gizilmeli (R bdlgesi)

Osxs2

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude -

xsysx+4

ox

&2 0.,
Yl |2 4

y=x y=x+4

may contain errors
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Matematik IT

Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

IM& R

=Ty

xX=2u

orijinal gizim, s. 28

x=0—20=0 v=0

xX=2—2u=2 v=1

y=4av+2u

y=x—4v+2vu=2v v=0

y=x+4-—4v+2u=2v+4 v=1

orijinal gizim, s. 28

O=sus=sl
3. adim: ” xydA  x=2u y=4v+2u
i 101
I
101
I

3
[32uzv+ =C

]

1

!

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors

Osvesl

2u (4v + 20) |8l dudv

(64uv + 320%)dudv = (v — 0)

32
2v+ —
Lz

%0
dv = 22
Al e

(2 %)
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Matematik IT

Cok degigkenli fonkeiyonlar, ok katls integraller (c. 27~

32)

Ornek
H (x — y)? dA integ. hesapla. R blgesi kése koordinatlar (0,0), (1,1), (2,0), (1, =1) olan kapali

dairesel bolge.

1. adim:

-

orijinal gizim, s. 28

2. adim: vygun degisken degistirme. v =y—x v =y+xolsun.

.adim:uv=0 v=-2 v=0 v=2

V=2

-2=su=s0 Osves?2
4. adim:
_g—’&g—’\; u=y-—x _utv  v-vu —%%_ 1
+ dy 9y \/—-y+xH N 2 x= 2 1 1 F_E
du  dv 2l 2

2,0 %

” (x y)sz=JJ v ’——‘dudv—J —‘ ==

0J-2 3

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

INTEGRAL ALMA BOLGEST ELIPS OLAN CIFT KATLI
INTEGRALLER

Ornek
ﬂ x? dA integralini R = {(x,y)| 25x2 + 4y2 < 100} integral alma bdlgesi icin ¢z
R

1. adim:

orijinal gizim, s. 28

2 2 X2 92
—+== =1 —+==1 =2 bl=5
05 A Ml M el by Sl v 4

Integral alma bolgesi ELIPS ise degisken dedistirme yaparak CEMBERE dénistirilecek.

x=20u| 4u?  25/2 2. 2
— =1 + <1

y= S\/} 4 25 = v

2. adim:
% % 2 0 O=sre=s1
J (jacobian) = |$Y V| = =10

9y 9y 0 S 0<0s<2n
Jou  Ov

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 33/5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal gizim, s. 28

H x2 dA = H 402 10| du dv
r D

”’ 4002 dudv
D
Kutupsal

X=rcos® — u=rcosbO
y=rsind — v =rsind
X2 +y?=r2— v +v2 =2

dxdy = rdrd® — dudv = rdrd®

2mpl
J J 40r? cos? 0 - rdrdo
0 JO

40r> cos? 0drdod c0s20 =

27
1o7r=J 10 cos2 0 do =J
0 2

0 0

UC KATLI INTEGRAL NEYI HESAPLAR?

”L fqy,2)qV |— JJde f(x,y,2) dxdy dz

cJa

[ o

HACIM HESAPLAR

27T 1+ cos 26

= Ornek

—207¢S _
J J J dxdydz = HACIM
3 J2J1

= Ornek

a4 prx© rx—y .
J J J dzdy dx = HACIMW
1J2x)x+y

NE HESAPLADIGI BELLL OLM. DURUM

. ©sa a

fonksiyon degeri Hacim

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors
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Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

3r2¢1 )
JJJ' |8x92d2[dydx=?
2J1J0

32 2|1 3 2
_ J’ J Bxyz dly dlx J axy i
21 2 0 2 2 N

— Ornek
1p3-3xp3-3x—y

JJ J dzdydx =?%

0 0

“Clavde notu: asagidaki son satirda dis integralin Ust siin 3 yazilmis; muhtemelen T olmall (sonug 3/2 buna

gore).

1] p3-3x
=J J (3 — 3x—y) dy| dx
0

101 ] 111 (3 1

LJ J(X2+g2+22)o{x dydz =2 — JOJ T+ yPx+ 2%x ‘
olJo o\ 3 0
1 1 3 1

_ 1 1o 15 _J y.Yy . 2 T_J 2 2

Jo Jo<3+y +z>dydz O<3+3+zg ‘o o 3+.z dz

=1

UC KATUT INTEGRAL HESAPLAMADA BILINMEST
GEREKEN GRAFIK CIZIMLERT

1) Dizlem Grafikleri — ax + by + cz+d =0

x=2
x+tz2=4 x+ty+z=4

x—32=0 x+2y+32=12

z2=1

Clavde ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 35/57



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal ¢izim, s. 29

orijinal gizim, s. 29

Yarim kire: x = /16 —y<¢ — 24

\
X
N
+
<
N

3) Koni — 2

W
N

(o)
S
C
©

I DR DUT: [T T NN T T T A qn c=aAnn I nlkn
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Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

2

x2+22=9 —

5 S

orijinal ¢izim, s. 29

orijinal gizim, s. 29

UC KATLI INTEGRALDE SINIR BELIRLEME

J” flx,y,2)dvV  dV=dxdydz = dxdzdy = dydxdz = dydzdx = dzdydx = dz dxdy
€

€ — Siirlann belirlenmesini saglayan hacim

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 38/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal gizim, s. 29

1. siir: fonksiyon
J” f(x,y,2)dV — < 2. siir: fonksiyon
€

3. sinir: sabit sayl

Bu hacmin xy dizlemi Uzerine dik izdUsim alani ile x ve y sinir belirlenir.

4\EJ ,—-:!"’ E;IYKTff‘/
I oo

N = 4

orijinal gizim, s. 29

— 1 smir sayl

1 sinir fonksiyon olarak belirleyip sinir belirlemeyi bitiririz.

G
_/-) 5% :

orijinal gizim, s. 29

i

Ornek
JH 2xdV =2 € bdlgesi 2x + 3y + 2 = 6 dizlemi ile eksenler arasinda 1. bélgede kalan
€

hacim.

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors

39/57



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

v !

orijinal gizim, s. 29

3 (&% r6-2x-3y
J J J 2xdz dy dx
0

Ornek
J” V3x2+322dV =2 Ebdlgesi y=2x2 + 222 ve y = 8 dizlemi tarafindan sinirlanan
€

orijinal ¢gizim, s. 30

2x2+2225g58

x2+22=4

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors ‘/0/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal ¢gizim, s. 30

—2sx<s?2

x2 Uzerine i2disim

—Va4-_x2<sz2=sV4-_x2

2 a4—x2 8
J J J V322 + 3x2 dydz dx
20 VaxZ Jax2+222

SONSUZ BOLGEDE U KATLI INTEGRAL HESAPLAMA

Ornek
JU e~ (*3Y%52) i dy dlz integralinde V bélgesi x 2 0, y 2 0 ve z 2 0 olduduna gére integralin

sonucu nedir?

xﬂ ~

orijinal gizim, s. 30

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors ‘/7/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

Osx<s+x

o0 OO o
Osys+o00 J J J e 3752 gix| dy dz
0JO [JO

Oszs+x0

t
UN\J eXBY=SZ gl A
t—oo Jo

ooroo [ o—x—3y-52 P° oo | roo
J J S dydz = J J e3Y7>2 dy| dz
0Jo -t b o |Jo
;e;ed_,,e—Bg—Sz
oo [ g=3y-52 | © 1 -5z 1 sz 1
JO ( —3 )‘Od2=JO (;?e”‘g+§-e )d2=JO ze 0(2=E

UC KATLI INTEGRALDE SILINDIRIK KOOR.LAR

R2 de — (x,y) — (r,0) (kartezyen koordinatla kutupsal koor)
X =rcosH y =rsinb )<2+542:r2 dyodx = dxdy = rdrdd

R3 de — (x,4,2) — (r,0,2) (kartezyen koo, silindirik koor)

x=rcos® y=rsind 2=z | x7+y%=r?

dxdydz = rdzdrdb

02 ra2 22
”Jf(x,g,z)dxdgdz=J J J f(rcos6,rsind, 2)rdzdrdd

91 roJzp
2=xvey gerine3

Ornek
2 = /x2 + y2 konisi ile 2 = 2 dizlemi arasinda kalan hacmi hesaplayiniz.

[l

x=rcosB,y=rsind

1. adim:

orijinal gizim, s. 30

3Clavde notu: muhtemelen “z = 2; x ve y yerine” demek istenmis.

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 1/2/5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

x=rcos0 y=rsind 2=2 x“+ys=r

\/x2+ylsz2<s2  Vrlsz2s2 rszs?2

2. adim:
orijinal ¢gizim, s. 30
2 =4/x2+y2
4=><2+_q2
Osrs?2
0=s0=2n
3. adim:
21 02 | 2 2
JJJTdV=J J J1-rd2 drdo — rdz| =2r—r?
= 0 0 |Jr r
271 2 27
J J(Zr—rz)drdesj —o(9=8—7[
o Jo 0 3
1= Orneb

”Jydl/, € bélgesi 2 = x + 2 dizleminin altinda, € xy dizleminin Ustinde ve x? + y2 = 4

silindirinin igindeki hacim olmak Uzere, integralin sonucunu silindirik koor. donUs. hesapla.

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors

43/5%



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal ¢gizim, s. 30

X =rcos0 y=rsind x2+g2=r2

Osz2sx+2 Osz=srcosB+2

orijinal ¢gizim, s. 30

Osres?2 O0s0=s2m

21 02 prcos0+2
JU de=J J J rsin®-r dzdrdb =
€ o JolJo o

r?sin®
271 2 27 16
=J J <r3sin6cose+2r25in6)drd6=J <2sim26+—sim9>d9
o Jo 0 3
27T
’_ZCOSZG_ECOSG _ 0
2 3 0

Ornek

€ bdlgesi x2 + y2 + 22 = 4 kiresinin birinci sekizde kalan pargasi olm. Uz, J” xyz2dV
€

integralini silindirik koor. kull. hesaplayiniz.

1 adim: 2 = /4 — x2 — y2

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors ‘/‘//5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

720

orijinal gizim, s. 30

2. adim:
Osrs?2 Osesg Oszsy/4-x2-y2 OszsVa-r2
X =rcosH y=rsind x2+g2=r2
orijinal gizim, s. 30
3. adim:

2 02 (Va-r? q
Jﬂ xgzo(V:J J J rcos®-rsin®-z-rdzdrdd = -
3 o JolJo 3

Ug KATLL INTEGRALDE KURESEL KOORDINATLAR

(xy,2) — (p,0,d) kiresel koor.lar
kartezyen koor.lar

Clavde ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors ‘/5/5?



Matematik IT

Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

v _v el
“ff(x{y;!) Neltensin

-

s g elsen’ Yo

-

o einolok: J
Qe |

7 BRh

iy el ie ¢ 2 ¥ veas

. g
Aok, elismbni K O° 0< G-<an

sophgt o) e, ogb¢m
OTJ'&"C ole u%khf«

A ___._____’———’_-/\—’

N

Ornek

€ bdlgesi x2 + y2 + 22 = 1 kivesinin Ust yarisi olm. Uz, J” 162 dV integralini kiresel koorlara

dénlstirerek ¢620niz.

orijinal ¢izim, s. 31

(xy2) — (0,0, 0)  fxy 2)— fp6,¢)
xX=p-sind-cosBO y=p-sind-sind 2=p-cosd
x2+y’+22=p2 p20 0s=0s2n Osds=smn

dVv = pz-simb-o(p-de-dd)

J”ef(x'y' 2V ”Jf(P; 0,$) pZsind - dp-do-dd

E 4 pt K
3 ¢ &5

-
wiveel hocin Varfe

A

orijinal gizim, s. 31

€

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors ‘/6/5?



Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

Matematik IT
orijinal ¢izim, s. 31
Osp=s1l 0=s0<=2n Osqysg
x=psindcosH y=psindsind 2 = pcos 04
)(2+y2+22:p2 dv = pzsincbdpdedd)
/2 27 o1 /2 27
J J J 16p-coscb~p2-siv1d)dpd9dd) =J J 2sin2d dodd
0 0o JO 0 0
/2 /2
= J 4nsin 2d dd = —4n £03 2(])’ =4n
. 0 2 o
Ornek

D bolgesi 2 = 1/3x2 + 3y2 konisi ve x2 + y2 + 22 = A ile x2 + y2 + 22 = 81 kireleri arasinda
kalan hacimsel bdlge olm. Uz. int.ini kiresel koor. gevirerek hesaplayiniz.

4Claude notu: muhtemelen z = p cos ¢ olmali.

42/57

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

nesop Ty T X

&3{&%%17 5%.
9 845 3 S 3
A 0gQan

Y ospsy -3 ;

yo_ {3&’.3"-7“3 ftax'*gj )<
tfﬁxnlmj
xBey®ed/y

V621 9 , g V350, > x+J’1-§§x$§ﬂa

orijinal ¢gizim, s. 31

A

3=sp=A9 0=s0<=s2n O=sd =

6
3x2+3y2 — x2+y?+(3x%2+3y%)=Q
4(X2 + 92) —

x +g2—q

3x2 +3y2 — x? +y? + (3x% + 3y?) = 81

4(x? +g2) = 81
X2 +g = 847

7'[/6 Q 1
J J J lz‘pzsind>dpd9dd)= 121 - 6mV/3
0 0 3P

dV=p2-sind)-dp-d9-dd> ><2+_L42+22=p2

z2=p-cosd x=p-sind-cosB y=p-sind-sind
Orneb

6 —3(x2+y2+22)?
J”V 2+ g2+ 2208 dxdydz integralinde V tim vzaydir. Buna gdre, bu int.in sonucu =7

—cosxs0 [0=sp=soo x=p-sind-cosB

—00sYys00 002 — y=p-sind-sinbd

—osz2s0 |(0sd=sn 2=p-cosd

T 270 (00 46 | 61 T3P

J J J P cas Sd) © = p25imd)dpd9dcb
0Jo Jo P

x2+y2+22=02  dxdydz = p?sind dpdd dd

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors

48/57



Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

Matematik IT
7T 27 00 m U77T 5
=J cosédJ-sind)dd)-J TdB-J e—3po(p:J —6dy= ——| =25
0 0 0 0 7 b Ea
21
cosh = v J 1d0 — 2m
0
oc -3p — 0 1
— s . = —-3p = e = € i =] =
sinddd = du Jo e >Pdp — - 7_Z+ =3
am 2 1
21|77 %3

UC KATLT INTEGRALDE INTEGRAL ALMA SIRAST
DEGISTIRME

”L flx,y,2)dV

dz —— énce 2 nin a/eg"igimi

hacimsel bdlgenin x, y dizlemine izdisimleri — dxdy dydx

J

)-

orijinal gizim, s. 31

dy — dnce y nin degigimi

x-2 dUz. izdUsim — dxdz dzdx

>Clavde notu: u = cos ¢ dénisiminde sirlar u cinsinden 1 ve —1 olmali; 2/? sonucu buna gére dogrudur.

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors ‘/7/57



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

2

orijinal gizim, s. 31

dx — dnce x in degigimi

y-2 diz. i2disim — dzdy — dydz

orijinal gizim, s. 31

M dzdxdy @ dzdydx @ dydxdz @ dydzdx O dxdydz © dxdzdy

2 4 M a2
J J J (x+g+2)o(2dyo{x:J J J (x+y+2)dzdxdy
1 J3 J-1 3J1 J

Bu tarz integrallerde izdisim alinmadan sira degistirme yapilabilir.

T Ornek
”J f(x,y,2) dV, € hacimsel bdlgesi x + 2y + 32 = 6 dizlemiile x = 0, y = 0, 2 = 0 dizlemi
€

arasinda kalan kiresel® bélge olm. U2, tim integral alma siralarini yaziniz.

“Clavde notu: muhtemelen “hacimsel” olmali.

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 50/5?



Matematik IT

Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal gizim, s. 31

6—x-2y

3 (6-2y 2%
D J J J f(x,y,2) dz dxdy
0

0
6 b6-—x 6-x-2y

szj ’ f(x,y, 2) dz dy dx
0JO 0

6 r6—x[3 r6—x—32(2
J J F(x, y, 2) dy dz dx®

0JO 0
6—-x—-2y
Oszs ———=
f 3
Q) Osx=s6-2y
O=sy=s3

orijinal gizim, s. 31

Osz2<s6-x-2y/3
@ Osys6-x/2
Osx=s6

5Claude notu: paydalar tim ifadeye ait olmals: % ve # (asagidaki esitsizliklerde de ayni bigimde).

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors

51/5%



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

Osysb-x-32/2
@ 0=sxs<6
Oszs6-x/3

> X

6

orijinal gizim, s. 31

Osys6-—x-32/2
Osxs6-32 Osz=s?2

© O0sxs6-2y-3z
orijinal ¢izim, s. 32
Os2<p
Osysé6-32/2
Osx=s6-2y-32
® 0=sy=s3
Oszs6-2y/3
Ornek
1 (1 (l-y
J J , J dz dy dx integralinde integral alma sirasini dx dy dz olacak bigimde tekrar yaziniz.
-1Jx=JO
1. adim:

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 52/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

orijinal gizim, s. 32

[

orijinal ¢izim, s. 32

-/Yysxs,/y O0=sz2=1
1 -2 (Y g
JJ J lTdxdydz = —
olo J-g 15

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 53/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

YOGUNLUK FONKSTYONUNDAN UK. INTEGRAL ILE
KUTLE HESAPLAMA

7
/..f" / -r"‘.“
orijinal ¢gizim, s. 32

p(x,y) — belli bir alana yerlestirilmis kitle var.

m = ” p(x,y)dA — Cift katli integraldeki hali.
rR

orijinal ¢gizim, s. 32

Ug katli integrallerde hacimsel bdlgedeki kitlenin integral fonks. vardir.

m = J.”V p(x,y,2)dV

Ornek
|7x+ 2y + 32 = 6 diUzlemi ve koordinat dizlemleri tarafindan siirli hacimsel bolge igin

yogunluk fonksiyonu p(x,y, 2) = x2yz dir. Buna gdre, bu bslgenin kitlesini bulunuz.

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 5‘//5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)

g

saHesini  Balunuz, v
T

b S o

x+ﬂy+’39;: é

¢ ofag oy
) 3

-

£
£ bx ¢

orijinal ¢gizim, s. 32

Osxsé6 Osysb6-x/2

6 (5 (=5 108
m=J'” p(x,y,z)dV=J J J x2yzdzdydx = ——
v olJo Jo 35

YOGUNLUK FONKSTYONUNDAN UK. INT. ILE
MOMENTLERT BULMA

My = J”\/Z p(xy,2)dV — x-y dizlemine gdre eylemsizlik momenti
Myz = JJJ'VX. p(x,y,2)dV — y-2 diz. gére eylemsizlik moment

My = ”J y-plxy,2)dV — x-2 diz. gdre eylemsizlik momenti
v

Clurdaxusd

orijinal ¢gizim, s. 32

Ornek
x+y+ 2= 2 dizlemi ile koor. dizl. arasinda kalan hacimsel bdlgeye yerlestirilmis cismin
yogunluk fonks. p(x,y,2) = x + 2 olarak veriliyor. Bu cismin momentini bulunuz.

Clavde ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 55/5?



Matematik IT Cok degigkenl: fonkeiyonlar, ok katl) integraller (c. 21-32)

2 VIREL E’Afyxﬂ.

orijinal gizim, s. 32

O0s2=s2-x-y Osx=s2 Osys2-x

2 p2—x p2—x—y
MX9:J J J 2 (x+ 2)dzdydx
0JO 0

2 (2—Xx (2—x—y 2 (2—Xx p2—x—y
MHZZJ' J J x-(x+2)dzdydx MXZ:J J J y(x + 2)dzdydx
0JO o) 0JO 0

YOGUNLUK FONKS.DAN UK. INT. ILE AGIRLIK
MERKEZI BUMA

Coryr2)
/i 2

e fTl,

orijinal gizim, s. 32

1. adim: KUTLE: m = HJ o(x,y,2)dV
v

2. adim: Myy = ”J z2-p(xy,2)dV
4

Myo = JJ:[Vg pxy,2)dvV My = J'J:[VX. p(x,y,2)dV
3. adim: Agirlik merkezi:

My2 Mez o _ My
m m m

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 56/5?



Matematik IT Cok degigkenl; fonkeiyonlar, gok katl) integraller (c. 21-32)
Ornek

Yogunlugu p(x,y, 2) = xyz olan bir kdsesi orjinde ve boyutlar pozitif yénde 2,3,4 br olan
dikddrtgenler prizmasinin agirlik merkezinin koord. bulunuz.

orijinal gizim, s. 32

Osx=s2 Osys=s3 Osz=4

a4 3 2
m = J J xyzdxdydz =72
0JO JO

a4 3 2
Mixy =J J J xy22dxdgd2=1‘%Z
0JO JO

4 3 2 43 2
M‘-”ZZJ J J x?yzdxdydz = A6 szzj J J xy’zdxdydz = 144
0 0JoO JO

orijinal gizim, s. 32

Clavde ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 57/5?
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