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Ders 11 - Lineer cebir denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

Orijinal not: numerik-Tl.hafta.pdf

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders

kaynaklarini esas alin.

NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

ders 11

Lineer Cebir Denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

Matrisin 62deger ve 6z2vektorleri
Jacobi iterasyon ydntemi
Gauss-Seidel " g

iterasyon ydntemlerinin yakinsakligi
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Matris Gzdeger ve szvektorleri, spektral yarigap

nxnboyutlu A =[a5], AeC = Ax=Ax
& (A-N)x=0
x = 0 — trivial (asikar) ¢620mdir — bunu aramiyoruz

x # 0 — nontrivial " v = d2dederler = Sz2vektorler

det(A —AI) # O — trivial
det(A —AI) = 0 — nountrivial v/
P(A) = det(A — A1) — A matrisinin karakteristik polinomudur
P(N)in sifirlar, 62degerlerdir.
PA)=0 = (A-ADx=0
— —

A Szdeger x Gz2vektdrler
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Dere 11 — Lineer cebir denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

Niimerib Analiz
— 1

(A-MDx=0 = ' =0
-1 =i X2

—ixy+x3 =0 — X1 1
Xy =IX1| = =X

—X1 —iX2 =

—i

1
Ay icin xq [ ]

2 0 O 2 0 O 10 O
b A=[1 1 2|, A-AT=[1 1 2|-Alo 1 O
1T -1 4 1T -1 4 0O 0 1
2-A O 0
T—A 2
PA) =det(A-AT)=| 1 1-A 2 [=(2-=-A)
G
1 -1 4-A
=(2-A) (6-5A+A%)=0
N—
)\1—’-2 )\2,3—’-2,3
7\1,222 7\3'—:3
o 0o ol [x 0
(14—7\1’21-))(:0 T 11 2 xo| = |0
1 -1 2] |x3 0
X1—Xxp+2x3 =0 = X1 =Xx3 —2x3
X2—2X3 1 -—2
X2 =x2 1| +tx3| O
X3 0 _T
-1 0 ol [x 0
(A-NDx=0 = [1 =2 2| |[x2| = |0
=1 %3 0
—x1=0
X1 —2x9 + 2x3 =0 = X2 = X3
x1—x2+tx3=0
X1:O, X9 = X3,
X1 0 0
A3 =3 = xXo| = |x3| =x3 |1
X3 X3 1
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MNiimerik Analiz Ders 11 - Lineer cebir denklem cistemleri igin iterasyon yontemler:

Aan A, Ao, ..., A\ 62dederinin

r(A) = max{ (IM|, A2l Az, ..., Aal) }

1. 6rnekte r(A) =1
2. drnekte r(A) = 3

Yakinsab Matrisler

nxunboyutlu A= [ay]
AT=AR T A=A ATA

A=A A-A — [Ak],-j: A% n inci satir, finci sttunu
k

Eger her i,j=1,...,n

lim [Ak]ij =0 olursa A matrisi yakinsak matristir.
k—00

1
=0
A= ? 1 yakinsak old. gdsteriniz
4 2
1 1 1
24112 PlIZ Pl-2 P
111 1 I 1
4 2 4 2 a4 q
1 1 1
10 f{1 1 3 1
a4 2 a4 4 16 8
1
k1
Dk+1 2k
k
im — =0 ve [(im ——==0
k—o0 2K k—oo 2k+1

= A yakinsak matristir

A matrisinin yakinsak olmasi igin, onun spektral yarigapiun r(A) < 1 olmasi ile gerek ve yeter
kosul saglanmis olur.

2- Jacobi iterasyon yontemi

— n xnboyutlu A = [a;] olsun dyle kit a; # 0 x = [x1,x2,.. . xn)T bilinmeyen ve
b=[byby,.. .,b,,,]T sagdlandigi igin

anxi+ agpxg -t ageXn = by

ax1X1t agoxo + -+ AxpXp = bz
Ax=b & A

Ap1X1 + ApaXa + -+ GpnXn = by
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Niimerib Analiz Dere 11 — Lineer cebir denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

a a b
X1:——£X _..._ﬂxn_yk'l
an an an
a a b
.._.IZXT__..._ Zn”q—lz
az2 az2 az2
Anl nn-1 by
sz—i)q—'--— m1 dadlf
Ann nn Ann
n
Aji b/
=3 (-2lg)e 2 izt
¢ Aji Aji
J=1
J#I

denklem sistemi
denklemlerin ¢620m0 igin yaklasimi (iteratif yontem)

0
X<O) = O # X(O) = O
0

n
(k) _ 1 Nl
X' = — —E 4 X + b;
1" i
j=1
J#i

i=12,...,n

T Ornek 3

3x1—xp tx3 =1
3x7+ 6x5 + 2x3 =0
3x1+ 3xy + ?x3 =0

denklem sistemi icin x(%) = 0 olacak bigimde Jacobi iterasyonu vygulayip 2 iterasyonu

bulunuz.
1 1.1 _11 (k) _ 1 (k=T) 1 (k=1) , 1

X1 — §X2 + §X3 =3 X-, = 3X2 = 3X3 +
B 2, | = (&) _ 1 (k=1) 1 (k-1)
X1 + Xy + X3 = 0 X5 = —5X - 3X3

3 3 — o -
2x1+ 2x9+x3 =0 (k) _ 3 (k=1) 3 (k1)
I el e X3 = —3X T —3X

1 2
Dy
= =0 = xP=-1
90 o

TClaude notu: muhtemelen x,_; olmal.
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MNiimerik Analiz Ders 11 - Lineer cebir denklem cistemleri igin iterasyon yontemler:

_ _
_ _ 0 O 0 --- 0 _ S
a a e | A a
n 12 n aby 0 0 .0 1l
a1 Azp - A 0O az 0 O
. = |az1 a3z 0 o O] +
0 0
| An1 A2 - Qnn | . i 0 0 Ann |
_an., an2 e L. O_
L
O a-lz .o PRI a1”
+ {0 0 a3 1t Ap
OO0 T+ 10

— A=L+D+U
Ax=b & (L+D+U)x=b
Dx=—(L+U)x+b
x=-DL+U)x+D b
— 12
U
x=Tgx+cg
Ty=-D7'(L+ V)
CJ:D—Tb
x(©) = TJX(k—1) +cg

33T 1 3 0 0 -1 1
3 6 2(=]0 6 +13 0 2
3 3 2 00 ? 3l 3 10
t oo 1 1
T;=-10 { o| |3 2
00%330
0o 4 -1 L
Sl_f lol 23| [ &= o
-3 -3 o 0

3. Gaugs-Seidel iterasyon yontemi

— n X nboyutlu A = [a;] olsun dyle ki a;; # O
x = [x1,x2,...,xa]7 bilinmeyeni ve b = [by, by, ..., ba]" sad tarafi icin
anxy t agpxy t -t agpXn = by
ax1X1t agoxo + -+ AxpXp = bz
Ax=b & A

Ap1X1 + appx2 + -+ ApnXn = by
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Dere 11 — Lineer cebir denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

apx1 t ajpxy t -t AjpXn = bj
n
ti j=i+l
L?,@,é’éf%ﬁ?ﬁ
1oy, Oy, D
LS - 5 a0+
"Loj=1 j=i+1
i=1,2,...,n
(L+D)x=—Ux+b

x=(L+D)Ux2 + (L+D) b
det(L +D) # 0

Tol= =L+ D)TU
cg=(L+ D) b
x=Tgx+cg
x(0) =0
x(©) = Tg KT Cg

k=12,...

Ornek
3x1—x9 tx3 =1

3x7+ 6x9 +4x3 =0
3x9+3x2+ #x3 = 4

denklem sistemini x(O) = 0 olacak bicimde
Gauss-Seidel ydntemi vygulayarak ilk iki
iterasyonunu bulunuz.

kosegen elemanini yalniz
birakip normalize ederiz
(genlik = 1)

kdsegene kadar «,
kdsegenden sonra (k—1)
iterasyonlar belirledik

g 1 1
X1 = 3X2 S X3 + 3
L1 2
X2 T 72X —3%3
L 13 3 q
X3 = —7)(1 = 7)(2 + &
(k) _ 1 (=1) 1 (k1) 1
Xy X §X3 * =
X(k) _ (k) 2 (/< D)
2 13X
(k) _ (k) 3 () 4
X3'Z —3x{ - 3Xy" t 3
1.0 - 1
—7% 7B
3.(1) 3 (T)
-5 7

B
O
-

2Clavde notu: muhtemelen x = —(L + D) Ux + (L + D)7'b olmali (asadidaki Ty ile uyumly).
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Niimerib Analiz Dere 11 — Lineer cebir denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

k = 2 olursa

2 2
=303 (3)
2 2 2
e NGB P BT
-1
N Ty ——((_+D)T U
cg=(L+D)"'b

) =) 4
X3 = —3X1— 35Xt 3

1 1 1
X 0 3 -3||x 23
— 1 1 1
X2 - O —g —j X2 + —g
X L1 |S X 1
3 O -3 7] "3 2
Tg matrisi

x(K) = Txk=1) 4 ¢ k=12
— Jeorem

Her x(0) baslangig yaklasimi igin x(6) = Tx=D 1 ¢ k=1,2,... iterasyonuyla belirlenmis x(6),
k=0,1,... dizisinin x = Tx + ¢ denkleminin ¢620mine yakinsamasi igin gerek ve yeter kosul
r(T) < 1 esitsizliginin saglanmalidir.

2x17—x9 + x3 = =1
2x1+ 2x9 + 2x3 = 4 T3, Tg belirleyin ve yakinsakligini inceleyin
—X1—X7 + 2x3 = =5
1 1
T3=1|-1 0 -1 g =27 r(Tg)= 5 >1
1| 1 - _V5;
z| 3 0 Az = =71
1 1
07137
= 1 114
"9 2 2

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors

3Clavde notu: yukaridaki formile gére muhtemelen x$2) = % (—%) = (1) + 2 =1 olmal.

4Claude notu: notta Tg matrisi yarim birakilmis (son satir yazilmamis).

72/ 7



	Lineer Cebir Denklem sistemleri için iterasyon yöntemleri
	Matris özdeğer ve özvektörleri, spektral yarıçap
	Yakınsak Matrisler
	2- Jacobi iterasyon yöntemi
	3. Gauss-Seidel iterasyon yöntemi


