GTU - Elektronit Miihendicligi

Niimerib Analiz

2. Ders - Tek degiskenli fonksiyonlar ve kék bulma yontemleri

Orijinal not: numerik-2.ders.pdf

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders
kaynaklarini esas alin.

NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

2. ders

Tek degickenli fonkeiyonlar ve kik bulma yontemleri
fila,b] 2 R; f(x)=0

1) jkiye bélme

“Ara deger Teo!”
fe Cla,b] fla)-f(b) <O
en az bir sifir — f(p) = 0 p € (a,b)

x = p kok
)4
a \
b [4
f(a)
m=a by=b 131=0‘1+b1—0l1=a1+bT f(p1) = 0= p = p

2 2
flp1) # O f(pq), f(a), f(b) isaret karsilastir

flp1) - fla) >0 = p € (p1,b1)
——

isaretler ayn

ya da
f(p1)f(b) > 0 = p € (a1,p1)
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MNiimerik Analiz 2. Ders - Tek degiskenli fonksiyonlar ve kik bulma yontemleri

a2+b2
A= oy by =P Pr St

n. adim = [an, bp] — flan)-f(bn) <O p € [an bn)

_ant by ,
Pr 2 an Pn by

Orneb 1
(1,2] F(x) = x3 — x — 1 verilmis olsun

a) f(x) = 0 denkleminin tek kékinin mevcut oldugunu gdsteriniz
b) Ikiye bslme yontemiyle 3 iterasyon ilerletiniz

Io«) f()=-1<0; A2)=5>0: A1)A2) <0
F(x)=3x> -1 o P(x)=0 — 3x°-1=0

1 1
:>X1=—ﬁi Xzzﬁ

! 0 ! f(x) monoton — 1 kdkU var

F(-1)>0 F(0) = -1 F(1)>0

3
b) a;=1 by =2 P1=3 flp1) # 0 f(p1), f(a), f(b)
0'8"?5 0,825>0

3 012+b2 )
agF =1 PpEp=o) polEcso s

N

f(p) = —0,2969 < O
l

flp2)f(b1) <O
3 0{3+b3 __H

S
a3=pa =i b3=by=3, p3=— S

n  an by Pn flpn)

1 1 2 3/2 0,375
2 1 3/2 5/4 -0,2969
3 S5/4 3/2 1/8

= Teorem 1
fFe C[a,b] ve f(a) - f(b) < O olsun. Bu durumda IBY ile elde edilen p,, n = 1,2,... iterasyonlar,
f(x) = 0 denkleminin kékine yaklasir ve bu yaklasimin mutlak hatas
b—a
lpn —pl = 5h n=1
ispat
.. -a
nzTliginby—an = =i ve py € (an, bn)
2/7
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MNiimerik Analiz 2. Ders - Tek degiskenli fonksiyonlar ve kik bulma yontemleri

_ @n * by
ARER
<bn-am

pn —p n— oo

Ornek 2
r10_3 dizeyde dogrulukla kdki kag iterasyonda bulunur

b—a L
lpn —pl = S <l1or3

T -3
?<TO

1 _
log? < log1073
—nlog2 < -3

n >

= 9,9658 n=10

log 2

Sabit nokta (fixed point iteration)
f(x) = g(x)—x=0 olsun
9(x) = x

Tanim
g: [a,b] — R fonksiyonu igin

| alp) = p

olacak bigimde bir p € [a, b] sayisi bulunuyorsa p’ye g(x) fonksiyonun sabit noktasi denir.

Bir po € [a, b] sayisi alalim baslangig iterasyonu olarak

Pn = Q(PVI—T) nz12...

Boyle bir p, dizisine sabit nokta iterasyonu denir.

Ornek 3
g(x) = g - 4%( +1 po =1 olmak Uzere sabit nokta iterasyon ile po’yi bulunuz.

pn=9(pn-1) n=1.2
— Pn1 T +1

n

2 —4Pn—1
1 11
P1=P'O—i+7=*—’
2 4})0 2 aq
2 ap g S 40

Teorem 2 — Sabit noktfa teoremi
g € Cla, b] verilmis olsun

1) E3er her x € [a, b] igin g(x) € [a, b] oluyorsa g fonksiyonun [a, b)'de en az bir adet sabit
noktasi vardir
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 Ghet Sonug!

MNiimerik Analiz 2. Ders - Tek degiskenli fonksiyonlar ve kik bulma yontemleri

1) ve 2) Eder g fonksiyonun (a, b) aralidinda tirevi varsa ve her x € (a, b) icin |g'(x)| = k
olacak sekilde bir O < k < 1 bir k bulunabiliyorsa o halde, g fonksiyonun [a, b] araliginda sabit
noktasi tektir.

1), 2) ve 3) Her pg € [a, b] baslangig iterasyonu igin pn = g(pp_1), n=12,... SNIg
fonksiyonunun p € [a, b] sabit noktasina yakinsak olur.

Ispat g(x) € C[a,b] 1ve 2 sadlanmak Uzere g(p) = p

pn = 9(pnt) SNI icin ortalama deder teoremi uygulanirsa

f(b) — (@) = F(c) (b~ a)

pn—p = 9(Pn-1)— 9(p) = 9'(&n) (Pn-1—Pp)  &n € (a,b)
lpn = pl = 19" (En)l Ipp—1 = pl = & lpp_q — pl

s kklppz—pl s lppz—pl=...

< " po - pl

lim " — 0
n—oo

Jlim lpn—pl=0  pn—p

Ornek 4
1
[1,2])de verilmis g(x) = g ~ 7 + 1 fonksiyonun sabit noktasimin tek oldugunu gdsteriniz.
=5 >1 T
X
9(2) = % <2 kritik (ekstremum) nokta yok
Vx € [1,2] i¢in g(x) € [1,2] ) v en az 1 sabit nokta
1 1
D) = & +—5 1 x€[1,2] v tek sabit nokta
2 4ax?
ol k122
|g(x)|_2+4f4<1

Teorem 2'nin kosullart saglandiginda p, SNI'nin p sabit noktasina yaklasimindaki hata

lpn —pl = £" - max{po —a, b—po}

Soru |p,—pl= 10=4 olmas! igin ne gerekiyor?

lpn —pl = K" max{pg —a, b—po} = k" <10~%
0 1

3\" 4
= 10~
(3) -

4 ~
n > W = 32,015?

yani sadlayan n = 33’tir
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MNiimerik Analiz 2. Ders - Tek degiskenli fonksiyonlar ve kik bulma yontemleri

Uygulama. 2

Ornek 1
[0,1] araliginda f(x) = \/x — cos(mx) fonksiyonu verilsin

a) ikiye bdlme yontemi (bisection) uygulayarak p3 iterasyonunu hesaplayiniz
b) yaklasik ¢620min dogruludunu 10=2 olacak sekilde, iterasyon sayisini belirleyiniz

o) f(0)=0-cos(0)=-1<0 Vv
f(=1-cos(m)=1-(-1)=2>0 V
f(0) - (1) < O sarti sadlaniyorsa

I) a7 =0 ve by =1 olsun. Bu durumda

PI= =555 olur
- + +
a1 p1 b1

o) = /(4) = \/; cos(3) = g _o0-= g = 0,20710678 > 0

IT) f(0)-f(py) = (-1)(0,70?) <O

ar =0 by= % olsun. Bu durumda

ar +b 1
p2 =2 5 2 = a
1T V2
— 1Y) 4 1 — —
flps) = f(z) = & -cos(§) = 5 - = = -0,20710678
= - +
a P2 b2

1 1
= | ba = —
_a3tby 3

p3 = 5 5

flp3) = F(%) = % - cos(%)
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MNiimerik Analiz 2. Ders - Tek degiskenli fonksiyonlar ve kik bulma yontemleri

n An by flpn)

1 0 1 0,7071067#811

2 0 12 —-0,20710678118

3 114 12 0,22968900333070463

q 0,25 0,375 | 0,003446%613553451626

s 0,25 0,3125 | —0,1040631982737235

6 0,281250 0,3125 | —0,05083693654984922

? | 029682725 | 03125 | —-0,2382313227554966!

3 0,304687S5 | 0,3125 | —0,010219659701388939

q 0,308594 0,3125 | —0,0033942480683670784

10 0,310547 0,3125 | 2,431563856108987 - 107>

f(0)=—7<0} N I ] )
b) olduguna gdre f(x) = 0 denkleminin bir p € (0,1) kdkU vardir.
f()=2>0
pmy = 1,2,... dizisi igin
b —”a L
lpn — pl < bz_ma <1072 12— ;
1 iy ] 1 2" b—a
i P <10 = logio " < log0 10 —nlogyg 2 = logyg (b : 61>
logp 27" < =2
_ t . 2
= —nlogip2 < -2 —n=log <E i 2>
A o % 6,64385 1. n=—loe<;>
log2 2(b-a)
n=7=

“bisection root finder” root calculator
1= Ornek 2. coru
[0,27] araliginda g(x) = 7+ % sin(%) fonksiyonu veriliyor

a) 9(x)in en az bir sabit noktasi oldugunu gdsterin

b) Bu sabit noktanin tek oldugunu gdsterin

Q) po = m olarak hatanin 1072 olacak sekilde gereken iterasyon sayisini belirleyiniz
d) Bu saylya gdre iterasyonu bulun

o) 9(0)=m+ %sim(O) =m>0
g(2m) =+ %sin(n) =M< 2n
en a2 bir sabit nokta vardir

1 x
/ e —
b) g'(x)= A cos<2>

196 < -

0 < % < 1 araliginda oldugunda bu sabit nokta tektir.

Ny

Q) po=m

'Claude notu: muhtemelen —0,0238231322.... olmali (bir sifir eksik).
2Claude notu: muhtemelen —n = log (ﬁ) / log 2 olmal.
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MNiimerik Analiz 2. Ders - Tek degiskenli fonksiyonlar ve kik bulma yontemleri

a=0, b=2m
Ipn — pl = " max{pp —a, b—po} = 1072

s

k= é idi (b stkkinda)

Ty 2 T\" 2
-\ Z <107 = logy | a < logn 10

[ogn+n[og£ = logm—nlog4d < -2

2+logm ~ 4147267
log 4
n=>5

ddev
d) pn=9(Pn-1)

p1=9(po) = m+ S sin(3)
= 3,641592

pa = g(p1) = 3,6260483

pP3 = 3(}32) = 3,626qq562
pa = 9(p3) = 3,62693%

B C oziim:

H—trx
pn = 9(Pn-1) po=mT g(x)=m+ 5 sm<§>
p1=9(po) = m+ Lsin(3) = 3,641592654

3

,64TSQ2654>
2

p2 =g(py) = m+ %siw<
= 3,626048864

p3 = g(p2) = m+ §sin(3,626048864)
= 3,626995622

pa = g(p3) = m+ 5 sin(3,626395622)
pa = 3,626942208°

3Claude notu: p3 ve pg satirlarnda sin iginde /2 kastedilmis; pg = 3,6264387294 olmali (yukarndaki 3,626933 ile
uyumlu). 3,6269422083 degeri pse karsilik geliyor.
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