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3. Ders — Kok bulma yontemleri (devam:): Newton, cekant ve hata analizi

kaynaklarini esas alin.

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders

NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

3. ders

Kok bulma yontemleri — devam

Newton (Newton-Raphson) yontemi

f:la,b] = Rigin f(x) =0, x=p kdkini sayisal olarak bulalim
fe C2[a,b] ve pg € [a,b] bir nokta
F(po) # O ve |p — pol kiigik bir biylklik

lineer taylor polinomu =

/d/

) = fpo) + F(po) (x—po) + 52 (x=po)?  (p=po)? 20
0 = fpo) + £ (p0) (b= po) + 2 (5 po)?
P=po- ;((i%)) =p1
P n=12,...
Pn = Pp_i— ;((};V;__TT)) , n=12,...

1 f(p1

po__ P2 PTE/‘/ ) tan o = £ (po)

E (X tan(mt— o) = —F(pg) # O
f(po)
Ornek

(0,7/2] f(x) = cosx —x f(x) = O denkleminin kdkind

alip sabit nokta iterasyonuyla pe'yi
Newton ile n = 1,2,3 vygulayarak p3'U bulunuz

\|

NIANIR

@) Po
b) po

\
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Niimerib Analiz 3. Ders — Kok bulma yontemler: (devam:): Newton, cekant ve hata analizi

cosx—x=0
g(x) = cosx = x
@) 9g(x) = cosx pn=9(pu_1) n=12,...
p1=cos(5) =0, py=cos(0)=1 p3=cos(l)=0,540302
pag = cos(p3) = 0,8575532, ps = cos(pg) = 0,6542898
pe = cos(ps) = 0,2934805

cos(Pp-1) — Pn-1 COSPyp—1 = Pn-1
= _ = +
Pn = Pn-1 —sin(pp_q) — 1 P sinp,_1+1
b)
cospg — n o -n2 _m
p1=po+t P =por="+ =2
sinpg + 1 2 2 4
51
py=pp+ SEPITP T, V2 % x5 32395361
sinpr+1 4 14 L
V2
- cospy —py . 1
= py + 25P2 P25 305635
1= Jeorem 1

Fe C2[a,b], Eger p € [a,b] noktasinda F(p) = 0 ve F(p) # O olursa o halde yle bir § > 0
vardir ki, Newton iterasyonu her pg € [p —d, p + 8] baslangig iterasyonu igin p sayisina
yakinsar.

p—29 P PO p+d
Sekant yontemi
f(x) — flpp— flpn_2) — flpn—
Flopi)= lim (x) = flpn-1) ~ (Pn—2) = flPn-1)
XTPn-1 X = Pp Pn-2 = Pn-1
Pn-2 ok yakin p,_1
i f(Pm—T) . f(Pn—Z)
Pn-1—=Pn-2
F(Pn_1) (Pn=1—Pn-2)
= pp_i— ) n=273,...
P P Epnat) — Fpan2)
1= Ornek 2
po Ve p1 baslangig iterasyonlarina gereksinim duyuyor!
Fx)=x% -6
@) po =1 — po'yi Newton Y. ile bulun
b) po = 3, p1 = 2; p3’0 Sekant y. ile bulun
F(x) = 2x
1Claude notu: muhtemelen p3 = 0,7390852 olmal.
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2
Pp1—6
NI: =ppog — L =12,
a) P” PVI 1 2PV,_T n
2
2 ) -6
p5—6 1-6 7 ? (2) P31<
= po — =1- =7, =1_3J -T2 =5¢07143
P1=pPo="55, > 75 P2727 07 28
b) Sekant ydntemi
L (P71 = &) (-1~ Pn-2)
Pn = Pn-1— 2
Pn-17Pn-2
= Pn-1— Py =6
! Pn-1* Pn-2
.12
P2 5

+6
py=BP27 2 =5 4sq5a5

p1tp2

Iterasyon youtemlerinde Hata analizi

3. Ders — Kok bulma yontemler: (devam:): Newton, cekant ve hata analizi

— Janim

lim anH _Pl =2

n—oo |py —pl*

olacak bigimde p sayisina oinci dereceden yakinsaktir”

pn, n=1,2,3,... dizisi p, # p olacak bigimde p'ye yakinsak bir dizi olsun. Eger;

olacak sekilde A ve « sayilari bulunabiliyorsa; pu, n = 1,2,3, dizisi “asimtotik hata sabiti A

ikiye bélme
Pn é Sekant
Newton

a=1 "lineer yakinsak”

a =2 "kvadratik yakinsak”

=3 "kibik " "
lim IPas1] = 0,5 olsun
n—oo |pyl

" (QMH( =0,5

n—o0 |Q,,(2

pn — O'a yakinsak

n=12,...
an— 0
n=12,...

sl
Pt 0,5 = Ipal = 0,5 Ipyil = (0,5)% Ippal = - = [(0,5)"]Ipol

|Pm|

el i
1 05 = laal = 051g.112 = 0,5 [O'S lq“—2|2}

[Qm|2

= (0,53 lgpal® = - = |(0,5)% | Ig0

n
(2
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Niimerib Analiz 3. Ders — Kok bulma yontemler: (devam:): Newton, cekant ve hata analizi

x=1pp=1 a=2,g0=1
n o pn=(05)"  agn=(05)>""

1 0,5 0,5
2 0,25 0,125
3 0125 0,0078125
aq 0,0625 0,000030518
5 0,03125 0,46566 - 10~
6 0015625  0,10842.10718
— Ornek
) pn= 10-2" n= 1,2,... dizisi O'a kuad. yakinsar mi
2) pn=10""°, n=12 " v
_27!‘\"1 _2Vl+1 [
N lpnsrl _ 10 _ 10 — 1 yakinsaktir (sabit say
pal2 ~ (10_2;4)2 T 02" T giktigindan)
p) 2
2) lPnsil _ 10-(+7) il 10-(n+D) = 10-(n*+2n+1)+ 207
|P”|2 <1o—m2>2 10—2”2
=10"=2m=1 X sabit degil
lim (PM;I — 00
n—o0 |Pn(
= Teorem 2

g € C[a, b] ve her x € [a,b] igin g(x) € [a, b]. Ayrica (a, b)de g’ tirevi sirekli mevcut dyle ki;
lg’(¥)| = k ; k < 1 bigiminde k& mevcut olsun. Eder g'(p) # O olursa — pg € [a,b], po # p
baslangig iterasyonu igin pp = g(pu_1) n = 1,2,... Sabit nokta iterasyonu p € [a, b] sabit
noktasina lineer yakinsar.

Ispat Sab. Nokta teor. = p, — p (n— o0)

Pu+1 = 9(Pn) p=9() = pur1—pP = 9(Pn) - 9(p)

ortalama deder teoremi = = g'(&,) (pn — p)

lpns1 —pl _

/
R = (g ()

= lim IPav1=pl im 19’ (E)l =19’ (p)I # O

n—oo |py — pl n—oo
1~ Teorem 3

p sayisi x = g(x) denkleminin ¢620mi olsun. Ayrica g'(p) = 0 ve pli iceren bir T araliinda
sUrekli 9" tirevi mevcut olsun dyleki |g” (x)| < M sadlansin. Bu durumda 8yle bir § > 0 sayisi
mevcut olurki, her pg € [p — 8, p + 8] baslangig iterasyonu igin p, = g(p,_1) iterasyonu p'ye

m
quadratik yakinsak. Ayrica keyfi biyik n sayilar igin, |p,+1—pl < > lpn = pl2 sadlan.
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Niimerib Analiz 3. Ders — Kok bulma yontemler: (devam:): Newton, cekant ve hata analizi

a(p) = p
g'(p) =0
o(p) # 0
fx)=0 & g(x) =x—o(x)fx) sonradan belirlenebilir
fonksiyon.
pn=9(pn-1), n=123,... kdke (sabit n) kuvadratik yakinsamasi igin;

glp) =p < f(p) = 0 ve g'(p) = 0 olmasI gerekiyor

9(x)=1-9¢'(x) @—/"(X) @ (x)

—0

X=p — O=1—@’(P)@—F(P)@(P)=T—f’(P)cp(P)
=0

1 .
= o(p) = o) BASIT SIFIR A

9(x) = x = % — Pn = 9(Pn-1) = Pt — %

0"zet Sonug

f(p) = 0 ve F(p) # O oldukga newton iterasyonu enaz kuadratik yakinsak.

+— Tanim

feC(a,b] p € (ab) noktasi igin
fp)=f(p)=f'"()=-=f"Dp)=0, AW(p)#0

p sayist f(x)'in m katl sifirndir

— Ornek

x = 0 sayisi f(x) = x3 — x? fonksiyonunun 3 katl sifiridir

F"(0) = 6 - 24(0) =6 # 0

= Ornek ¢

f(x) = & —x—1igin

a) x = 0'n f(x)in 2 katl sifin oldugunu gost.
b) po = 1 alarak, Newton ydntemi geregdi olusturulan iterasyon yakinsaktir fakat kuvadratik
degildir. gorin

a) Fx)=e -1, fI(x)=¢e5, f0)=0;F(0)=0, F/(0)=1#0

b)
f(pn=1) L Ph P
=pp_1— , n=12,... Prz1+pa+=2L+20 4+
PR = ) ° Pt ar 3l
ePr-1 —p,_1-1
= PV["T —_ ePV,,]”_" n = 1,2,.. .
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3. Ders — Kok bulma yontemler: (devam:): Newton, cekant ve hata analizi

Niimerib Analiz
= 0,58198 2
P1 1 P7” oo Iy
p2 = 0,31906 e’ —pn—11 |pn-— 112 -
L | | Pn— P — 1 Pa + 1+..
p3 = 0,16800 Pusil _ > >
im - — 00
n—oo
Uyqulama. 3
~ Ornek 1
F(x) = —x3 — cos x fonksiyonu verilsin
@) po = —1 alinarak ve Newton ydntemi kullanarak p5’yi hesaplayin. pg = O olabilir mi?

F(x) = =3x% + sinx

flpn-1)
= _—! —_

PPt Flpnon)

L Lo pg + cos(po)
—3(po)? + sin(po)
—1+40,540302

p1=-T+
—3-0,841470

p1 = —0,88032|

3
b L)+ (p1) ;co§(P1) - _0,865684
=3(p1)* + sin(p1)

step Pn flpn) Bn+l f(Pn+1)
1 —1 0459698 | —0,8%033 0,045351

2 -0,88033 0,045351 -0,865684 0,000632
3 -0,865684 | 0,000632 -0,865474 | 0,000000...
a

-0,865474 | 0,000000 | —0,86542 74: | 0,000000

b) po = -1, p1 = 0 alinarak sekant ydntemi kullanarak p3’v hesaplayiniz

_ 1 f(Pn-1) (Pn-1— Pn-2)
P P T o) — lpn-2)

r A Dikkat!

py = 0,6850237
p3 = -1,252076

2Clavde notu: muhtemelen ps = —0,685073 olmali (eksi isareti eksik).
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