
GTÜ · Elektronik Mühendisliği

Nümerik Analiz
8. Hafta – Nümerik İntegralleme
Orijinal not: Numerik-8.hafta.pdf

!

UYARI Bu belge, el yazısִ ders notlarından Claude (Anthropic) yardımıyla dijitale aktarılmıştır.
Yardımcı kaynak olarak hazırlanmıştır; hata veya eksik içerebilir. Lütfen orijinal notları ve ders
kaynaklarınִ esas alִn.
NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

orj. s. 1

Nümerik integralleme
Belirli integraller ∫b

a
f(x)dx =

n∑
k=1

αkf(xk) “quadrature”

x0, x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b]

Lagrange IP Pn(x) =
n∑

k=0
Ln,k(x)︸ ︷︷ ︸
n∏

i=0
i≠k

(x–xi)
(xk–xi)

f(xk)

f ∈ Cn+1[a, b]

f(x) = Pn(x) +
f(n+1)(ξ(x))
(n + 1)!

n∏
i=0

(x – xi) ξ = ξ(x) ∈ (a, b)

∫b
a
f(x)dx =

∫b
a

n∑
k=0

Ln,k(x) f(xk)dx︸ ︷︷ ︸
Tahmin

+
∫b
a
f(n+1)(ξ)
(n + 1)!

n∏
i=0

(x – xi)dx︸ ︷︷ ︸
Hata

=
n∑

k=0
αkf(xk)︸ ︷︷ ︸

Tahmin

+ E(f)︸︷︷︸
Hata

αk =
∫b
a
Ln,k(x)dx
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Nümerik Analiz 8. Hafta – Nümerik İntegralleme

Trapezoid (yamuk) kuralı

f(x) ∼= P1(x) =
x – x1
x0 – x1

f(x0) +
x – x0
x1 – x0

f(x1)

E1(x) =
f′′(ξ(x))

2 (x – x0)(x – x1) ξ ∈ (x0, x1)

x0 = a x1 = b

h

∫b
a
f(x)dx =

∫b
a
P1(x)dx +

∫b
a
E1(x)dx

Teorem (İntegral için ortalama (ara) değer teoremi)
f ∈ C[a, b] ve g(x) a ≤ x ≤ b integrallenebilir ve işaretini korur
öyle bir c ∈ (a, b) var ki, ∫b

a
f(x)g(x)dx = f(c)

∫b
a
g(x)dx

∫x1
x0

f′′(ξ(x)) (x – x0)(x – x1)︸ ︷︷ ︸
g(x) (işaret değiştirmiyor)

dx

= f′′(ξ1)
∫x1
x0
(x – x0)(x – x1)dx

∣∣∣∣∣
h=x1–x0

= –h3
6 f′′(ξ1)

orj. s. 2 (Üstte karalanmִş: –h3
6 f′′(ξ1))∫b

a
f(x)dx =

∫b
a
P1(x)dx +

∫b
a
E1(x)dx

=
[

(x – x1)2
2(x0 – x1)

f(x0) +
(x – x0)2
2(x1 – x0)

f(x1)
]x=x1
x=x0

+ –h3
12 f′′(ξ1)

= h
2
[
f(x0) + f(x1)

]
– h3

12 f′′(ξ1)

Simpson kuralı

x0 = a x1 x2 = b

h h

P2(x) =
(x – x1)(x – x2)

(x0 – x1)(x0 – x2)
f(x0) +

(x – x0)(x – x2)
(x1 – x0)(x1 – x2)

f(x1)

+ (x – x0)(x – x1)
(x2 – x0)(x2 – x1)

f(x2)∫b
a
f(x)dx =

∫x2
x0

P2(x)dx +
∫x1
x0

E2(x)dx

(x1 civarından Taylor:)

f(x) = f(x1) + f′(x1)(x – x1) +
f′′(x1)
2! (x – x1)2 + f′′′(x1)

3! (x – x1)3

+ f(4)(ξ)
4! (x – x1)4
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∫b
a
f(x)dx =

[
f(x1)(x – x1) +

f′(x1)
2 (x – x1)2 + f′′(x1)

6 (x – x1)3

+ f′′′(x1)
24 (x – x1)4

]x=x2
x0

+
∫x2
x0

f(4)(ξ(x))
24 (x – x1)4 dx︸ ︷︷ ︸
f(4)(ξ1)

120 2h5

f′′(x1) =
1
h2

[
f(x0) – 2f(x1) + f(x2)

]
– h2

12 f(4)(ξ2)

∫b
a
f(x)dx =

∫x2
x0

P2(x)dx +
∫x1
x0

E2(x)dx = 2h f(x1) + . . .

↙ h3
3

[
1
h2

[
f(x0) – 2f(x1) + f(x2)

]
– h2

12 f(4)(ξ2)
]

+ f(4)(ξ1)h5
60

orj. s. 3

= h
3
[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

]
– h5

12

[ 1
3 f(4)(ξ2) –

1
5 f(4)(ξ1)

]
∫b
a
f(x)dx = h

3
[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

]
︸ ︷︷ ︸

Tahmin

– h5
90 f(4)(ξ)︸ ︷︷ ︸

Hata

Kapalı Newton-Cotes formülü (Genelleme)
[a, b] kapalִ aralık
x0 = a, xn = b
xk = x0 + kh h = b – a

n k = 0, 1, . . . ,n

f(x)

x0=a x1 x2 xn–1 xn

Pn(x) =
n∑

k=1
f(xk)

n∏
i=0
i≠k

(x – xi)
(xk – xi)

f(x) = Pn(x) +
f(n+1)(ξ(x))
(n + 1)!

n∏
k=0

(x – xk)

∫b
a
f(x)dx ≈

∫b
a
Pn(x)dx =

∞∑
k=0

1 αkf(xk)

αk =
∫b
a

n∏
i=0
i≠k

x – xi
xk – xi

dx

1Claude notu: muhtemelen toplamın üst sınırִ n olmal .ִ
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Teorem
n∑

k=0
αkf(xk) (n + 1) adet noktadan kapalִ NC formülü olsun n = 1 → Trapezoid, n = 2 → Simpson

x0 = a, xn = b ve h = b – a
n

Böylece ξ ∈ (a, b) sayıs ,ִ n çift ve f ∈ Cn+2[a, b] olacak biçimde∫b
a
f(x)dx =

n∑
k=0

αkf(xk) +
hn+3 f(n+2)(ξ)

(n + 2)!

∫n
0
t2(t – 1) · · · (t – n)dt

n tek ve f ∈ Cn+1[a, b]

” ” + hn+1 f(n+1)(ξ)
(n + 1)!

∫n
0
t(t – 1) · · · (t – n)dt

formülleri ? sağlanır .
orj. s. 4

Açık Newton-Cotes formülü (Genelleme)
(a, b) açִk aralık
x–1 = a, xn+1 = b
xk = x0 + kh h = b – a

n + 2
k = 0, 1, . . . ,n

• x0, x1, . . . , xn ∈ (a, b)

x–1=a x0 x1 xn+1=b

n = 0 durumunda formülü belirleyelim h = b – a
2 x0 = a + h

x–1 = a x0 x1 = b

h h

f(x) = f(x0) + f′(x0)(x – x0) +
f′′(ξ)
2! (x – x0)2∫b

a
f(x)dx =

∫x1
x–1

f(x0)dx +
∫x1
x–1

f′(x0)(x – x0)dx +
1
2

∫x1
x–1

f′′(ξ(x))(x – x0)2 dx

= f(x0)(x1 – x–1) + f′(x0)
(x – x0)2

2

∣∣∣∣x1
x–1

+ 1
2 f′′(ξ1)

∫x1
x–1

(x – x0)2 dx

= 2h f(x0) +
h3
3 f′′(ξ1)

(Son satırִn başında karalanmִş bir ifade var.)
orj. s. 5
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Uygulama
Örnek

1)
∫ 1
0,5

x4 dx = 31
160 = 31

160 = 0,19375 2)
∫e+1
e

1
x ln x dx ∼= 0,2725

İntegrallerin değerini Trapezoidal ve Simpson formülleri kullanarak tahmini hesaplayınız

Çözüm: 1) f(x) = x4, 0,5︸︷︷︸
a

≤ x ≤ 1︸︷︷︸
b

x0 = 0,5, x1 = 1, h = b – a = 1 – 0,5 = 0,5

∫b
a
f(x)dx ≈ h

2
[
f(x0) + f(x1)

]
∫ 1
0,5

x4 dx = 0,5
2

[
(0,5)4 + 14

]
= 1

4

[ 1
16 + 1

]
= 17

64 ≈ 0,26

Simpson ∫b
a
f(x)dx = h

3
[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

] x0 = 0,5 x1 = x0 + h
x2 = 1 h = b–a

2

h = 1 – 0,5
2 = 1

4 = 0,25 x1 = 0,5 + 0,25 = 0,75

1/4
3

[( 1
2

)4
+ 4

(3
4

)4
+ 14

]

= 1
12

[ 1
16 + 81

64 + 1
]
= 149

12 · 64 = 0,1940

2) x0 = e x1 = x0 + h
x2 = e + 1 h = b–a

2

h = e + 1 – e
2 = 1

2
x1 = e + 1

2 = e + 0,5

1
6

 1
e ln e + 4 1(

1
2 + e

)
ln

(
1
2 + e

) + 1
(1 + e) ln(1 + e)

 ∼= 0,2727

orj. s. 6

Çözüm: x0 = e, x1 = 1 + e h = b – a = 1∫e+1
e

1
x ln x dx ∼= 1

2

[ 1
e ln e + 1

(1 + e) ln(1 + e)

]
∼= 0,2863

Örnek 3
Ara nokta formülünü kullanarak∫π/4

0
sin x dx = 1 – 1√

2
≈ 0,2929

bu integrali tahmini hesaplayınız
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Çözüm: ∫b
a
f(x)dx ∼= 2h f(x0), h = b – a

2
x0 = a + h

a = 0
b = π/4
h = π/4 – 0

2 = π/8

x0 = 0 + π/8 = π/8

∫π/4
0

sin x dx = 2 π

8 · sin(π/8)

= 3,14
4 sin

(180
8

)
≈ 0,3005

orj. s. 7

Örnek 4∫0
–0,5

x ln(1 + x)dx Trapezoidal, Simpson ve ara formülleri kullanarak hesaplayın

∫b
a
f(x)dx = h

2
[
f(x0) + f(x1)

]
– h3

12 f′′(ξ) Tra…

(Sayfanın geri kalanִ boş.)
orj. s. 8 (Bu sayfa tahtanִn fotoğrafı; 3. sorunun tahtadaki çözümü.)

Örnek 3
Ara nokta formülü kullanarak ∫π/4

0
sin x dx = 1 – 1√

2
≈ 0,2929

bu integrali tahmini hesaplayın

∫b
a
f(x)dx ∼= 2h f(x0)

Ara nokta h = b – a
2

x0 = a + h

orijinal çizim, s. 8
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a = 0
b = π/4

h = π/4 – 0
2 = π/8

x0 = 0 + π/8 = π/8

∫π/4
0

sin x dx = 2 π

8︸︷︷︸
π/4

sin(π/8)

= 3,14
4 sin

(180◦

8

)
≈ 0,3005

orj. s. 9 (Bu sayfa da tahtanִn fotoğrafı; 4. soru.)

Örnek 4∫0
–0,5

x ln(1 + x)dx Trapezoidal, Simpson ve Ara nokta formülleri kullanarak hesaplayın

∫b
a
f(x)dx = h

2
[
f(x0) + f(x1)

]
︸ ︷︷ ︸

tahmini değer

– h3
12 f′′(ξ)︸ ︷︷ ︸

hata

Trapezoidal ✓

= h
3
[
f(x0) + 4f(x1) + f(x2)

]
– h5

90 f(4)(ξ)︸ ︷︷ ︸
hata

Simpson ✓
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