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Nümerik Analiz
Ders 9 – Diferansiyel denklemler için sayısal yöntemler: Euler ve yüksek
dereceden Taylor yöntemi
Orijinal not: numerik-analiz-9.ders.pdf

!

UYARI Bu belge, el yazısִ ders notlarından Claude (Anthropic) yardımıyla dijitale aktarılmıştır.
Yardımcı kaynak olarak hazırlanmıştır; hata veya eksik içerebilir. Lütfen orijinal notları ve ders
kaynaklarınִ esas alִn.
NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

orj. s. 1 Diferansiyel Denklemler için Sayısal Yöntemler

• Euler Yöntemi
• Yüksek dereceden Taylor Yöntemi

Euler Yöntemi

var
+
tek


y′ = f(t, y),
a ≤ t ≤ b
y(a) = α

t
a = t0

t1 t2 tk

tk+1 b = tNh

· · · · · ·

N parçaya böl.

Adִm ölçüsü: h = b – a
N = tk+1 – tk

tk = a + kh k = 0, 1, . . . ,N

orj. s. 2

y(tk+1) =
TAHMİNİ︷ ︸︸ ︷

y(tk) + hy′(tk) +

HATA︷ ︸︸ ︷
h2
2 y′′(ξk)

y′(tk) = f
(
tk, y(tk)

)
y(t0) = α

y(tk+1) = y(tk) + h f
(
tk, y(tk)

)︸ ︷︷ ︸
TAHMİN

+h2
2 f′(ξk) k = 0, 1, . . . ,N – 1

wk ≈ y(tk)
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Örnek y′ = 1 + y
t , 1 ≤ t ≤ 2

y(1) = 2
Bu başlangıç değer prob. çözümünün tahmini değerini adִm boyu h = 0.25 olacak biçimde
belirleyiniz.

Çözüm: f(t, y) = 1 + y
t , a = 1, b = 2, α = 2, h = b – a

N ⇒ N = b – a
h = 4

w0 = α = 2

wk+1 = wk + 0.25
(
1 + wk

tk

)
wk+1 = wk + h f(tk,wk)

k = 0, 1, . . . ,N – 1
= 0, 1, 2, 3

← Euler yöntemi

k = 0, w1 = w0 + 0.25
(
1 + w0

t0

)
k = 1, w2 = w1 + 0.25

(
1 + w1

t1

)
k = 2, w3 = w2 + 0.25

(
1 + w2

t2

)
k = 3, w4 = w3 + 0.25

(
1 + w3

t3

)

Tam çözüm: y′ – 1
t y = 1⇒ y(t) = 2x + x ln |x|, y(1) = 2

orj. s. 3 (Bu sayfa, sayfa 2’deki tahtanִn başka bir fotoğrafıdִr; içerik aynıdִr. Sağdaki panonun kısmen
görünen bölümü sayfa 4’te tam olarak aktarılmıştır.)

orj. s. 4 (Soldaki panolar sayfa 2 ile aynı; aşağıda sağdaki pano.)

tk, k = 0, 1, . . . ,N – 1

y ∈ C(2)[a, b]. t < ξk < tk

y(t) = y(tk) + y′(tk)(t – tk) +
y′′(ξk)
2! (t – tk)2

t = tk+1

y(tk+1) = y(tk) + y′(tk) (tk+1 – tk)︸ ︷︷ ︸
h

+y′′(ξk)
2 (tk+1 – tk)2︸ ︷︷ ︸

h2

orj. s. 5 (Aynı tahtanִn daha erken bir fotoğrafı; kutuda yalnızca genel Euler formülü var: w0 = α,
wk+1 = wk + h f(tk,wk), k = 0, 1, . . . ,N – 1. Diğer içerik sayfa 2 ve 4 ile aynı.)

orj. s. 6 (Sayfa 5 ile aynı tahta; yeni içerik yok.)
orj. s. 7 (Aynı tahtanִn daha erken bir fotoğrafı; yeni içerik yok.)
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orj. s. 8 (Sayfa 1’deki tahta ile sayfa 4’teki Taylor panosunun birlikte fotoğrafı; yeni içerik yok.)
orj. s. 9 (Sağdaki pano: sayfa 1’deki başlık listesi – Diferansiyel Denklemler için Sayısal Yöntemler: Euler

Yöntemi, Yüksek dereceden Taylor Yöntemi.)

Yüksek dereceden Taylor Yöntemi{
y′ = f(t, y), a ≤ t ≤ b
y(a) = α

Euler yöntemi y(tk) = wk

w0 = α

wk+1 = wk + h f(tk,wk), k = 0, 1, . . . ,N – 1

Sürecin lokal kesim hatasִ, y(tk) = yk k = 0, 1, . . . ,N

τk+1(h) =
yk+1 – yk

h – y′(tk) =
y′′(ξk)

2 h

h = tk+1 – tk (Adım ölçüsü), N = b – a
h

y(tk+1) = y(tk) + hy′(tk) +
h2
2 y′′(ξk)

y(tk+1) – y(tk)
h – y′(tk) =

h
2 y′′(ξk) tk < ξk < tk+1

y ∈ C2[a, b]∣∣∣∣y′′(ξk)2

∣∣∣∣ ≤ M

|τk+1(h)| ≤ Mh︸︷︷︸
O(h)

a = t0

t1 t2 · · · tk tk+1 tN–1

b = tN

orj. s. 10

y(tk+1) = y(tk) + hy′(tk) +
h2
2 y′′(tk) + · · · + hn

n! y
(n)(tk)

+ hn+1
(n + 1)! y

(n+1)(ξk), tk ≤ ξk ≤ tk+1

y′(tk) = f(tk, yk), y′′(tk) =
d
dt f

(
tk, y(tk)

)
y(n)(tk) =

dn
dtn f

(
tk, y(tk)

)1
1Claude notu: muhtemelen dn–1

dtn–1 olmalִ (bir alt satırdaki açִlımda öyle yazılmış).
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wk+1
y(tk+1) =

wk
y(tk) +

[
h f
(
tk, y(tk)

)
+ h2

2
d
dtf
(
tk, y(tk)

)
+ . . .

+ hn
n!

dn–1
dtn–1 f

(
tk, y(tk)

)]
−→ T(n)(tk,wk)

+ hn+1
(n + 1)!

dn
dtn f

(
ξk, y(ξk)

)
︸ ︷︷ ︸

HATA

w0 = α

wk+1 = wk + hT(n)(tk,wk), k = 0, 1, . . . ,N – 1
(Tahtada T(n)’deki (n)’nin üstüne sonradan “2” yazılmış.)

LKH → |τk+1(h)| ≤ Mhn O(hn)
n = 2 durumunda

T(2)(tk,wk) = f(tk,wk) +
h
2

d
dtf(tk,wk)

orj. s. 11 (Sağdaki pano: sayfa 1’deki başlık listesi, tekrar.)
Yüksek dereceden Taylor Yöntemi {

y′ = f(t, y), a ≤ t ≤ b
y(a) = α

Örnek {
y′ = y – t2 + 1, 0 ≤ t ≤ 1
y(0) = 0.5

BDP 2. der. Taylor formülünü adִm boyu h = 0.25 olarak yaklaşık çözün!

Çözüm: 1) f(t, y) = y – t2 + 1, a = 0, b = 1, α = 0.5

d
dt f

(
t, y(t)

)
= y′ – 2t = y – t2 – 2t + 1

N = b – a
h = 4, k = 0, 1, 2, 3, 4 (h = 0.25→ h = 1

4)

tk = a + kh = 0.25 k = k
4

n = 2 için Taylor formülü

w0 = 0.5
wk+1 = wk + 0.25T(2)(tk,wk)

orj. s. 12 (Sayfa 10’daki tahta; “n = 2 durumunda” kısmına eklenen satırlar:)

T(2)(tk,wk) = f(tk,wk) +
h
2

d
dtf(tk,wk)

= wk – t2k + 1 + h
2
(
wk – t2k – 2tk + 1

)
= wk

(
1 + 1

4

)
– t2k

(
. . .

Claude ile dijitalleştirildi · hata içerebilir / Digitised with Claude · may contain errors 4 / 5



Nümerik Analiz Ders 9 – Diferansiyel denklemler için sayısal yöntemler: Euler ve yüksek dereceden Taylor yöntemi

Son satır tahtada yarım kalmış.2

orj. s. 13 (Sayfa 11’deki örneğin tahtasִ; eklenen kısımlar:)

Çözüm (devam):
w0 = 0.5 wk+1 = wk + 0.25T(2)(tk,wk)

wk+1 = wk +
1
4

(
9
8

(
wk –

k2
16 + 1

)
– k

16

)
, k = 0, 1, 2, 3

(Bu fotoğrafta hocanִn kapattığı son kısım, sayfa 21’deki fotoğraftan alִnd .ִ)

k = 0⇒ w1 = 0.9219
k = 1⇒ w2 = 1.4292
k = 2⇒ w3 = 2.0109
k = 3⇒ w4 = 2.6526

orj. s. 14 (Sayfa 11’deki tahtanִn daha erken bir fotoğrafı; yeni içerik yok.)
orj. s. 15 (Sayfa 10 ve sayfa 9’daki tahtaların daha erken bir fotoğrafı; yeni içerik yok.)
orj. s. 16 (Sayfa 9’daki tahtanִn daha erken bir fotoğrafı; yeni içerik yok.)
orj. s. 17 (Sayfa 10’daki tahtanִn başka bir fotoğrafı; yeni içerik yok.)
orj. s. 18 (Sayfa 10 ve 12’deki tahta; T(2) hesabִnın tamamlanmִş hali:)

T(2)(tk,wk) = f(tk,wk) +
h
2

d
dtf(tk,wk)

= wk – t2k + 1 + h
2
(
wk – t2k – 2tk + 1

)
= wk

(
1 + 1

8

)
– t2k

(
1 + 1

8

)
– tk

( 1
4

)
+ 9

8

= 9
8 wk –

9k2
8 · 16 – k

16 + 9
8

orj. s. 19 (Sayfa 11’deki tahtanִn daha erken bir fotoğrafı; yeni içerik yok.)
orj. s. 20 (Sayfa 9’daki tahtanִn başka bir fotoğrafı; yeni içerik yok.)
orj. s. 21 (Sayfa 11 ve 13’teki örnek tahtasִnın daha erken bir fotoğrafı: k = 0⇒ w1, …, k = 3⇒ w4 satırlarִ

henüz değersiz; wk+1 ifadesinin sonu “· · · – k
16
)
, k = 0, 1, 2, 3” sayfa 13’e işlendi.)

2Claude notu: h/2 = 1/8 olduğundan muhtemelen wk
(
1 + 1

8
)
olmalִ; sayfa 18’de öyle düzeltilmiş.
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