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Niimerib Analiz

11. Hafta — Lineer denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

Orijinal not: numerik-anlaiz-1.hafta-ders-notu-ve-uygulamasi.pdf

UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders
kaynaklarini esas alin.

NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of
Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

MAT 214

Sayisal Yontemler

1. Hafta

Lineer Cebri Denklemler Sistemi igin
iterasyon Yontemleri.

1) Matrisin 62 deger ve 62 fonksiyonlars;
2) Jacobi iterasyon ydntemi.

Lineer Cebri Denklem Sictemleri igin Iterasyon Yontemleri

Matrisin zdeger ve zvektorleri, Spektral Yarigap.
n x n boyutlu bir A = [a;;] matrisi verilmis olsun. Bu matris igin, A reel veya kompleks sayi olmakla
Ax=M & (A-N,)x =0, I, 62deslik matristir

denklem sistemini inceleyelim. Bu denklem sisteminin agik sekli

(a1 =N)x1 +a;pxa + -+ agxn = 0, X1

az1x1 + (022 o )\)XZ t+--tayuXn = 0, X2
—_ < X:

Ap1X1 + Apaxa + -+ (@pn —A) xp = O Xy

olur. Kolayca 9orildigi Uzere her A sayisi igin x = O bu sistemin ¢620md olur. Bu ¢d20me asikar
(trivial) ¢620m denir. Maksat bu denklem sisteminin trivial olmayan (x # 0) ¢620mins bulmaktrr.

A parametresinin, bu sistemin trivial olmayan ¢é2imlerini temin eden degerlerine &zdegerler,

trivial olmayan ¢dz20mlere ise Savektorler denir.

Kolayca 9drildigu Uzere, eder det(A —AL,) # O olursa sistemin tek x = O trivial ¢620md olur.
Demek ki trivial olmayan ¢620me Nnin det(A — AI,) = 0 yapan dederleri ile ulasabiliriz. Baska
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MNiimerik Analiz 11. Hafta — Lineer denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

deyimle,
p(A) = det(A — AI)ye A matrisinin karakteristik

polinomu dersek, bu polinomun sifirlarina A matrisinin d2degerleri deunir:
p(A) =0 & det(A-ANI)=0
denklemlerinin ¢620mleri A matrisinin 6zdegerleridir. Eger A sayisi A matrisinin bir 62degeri ise
(A-AD)x=0
sisteminin trivial olmayan (x # 0) ¢o2Umleri bu 6zdedere karsi gelen dz2vektdrler olur.
Bdylece n x n boyutlu A = [a;] matrisinin 62deder ve d2fonksiyonlarini asadidaki asamalarla
bulabiliriz:
- det(A —AI) = 0 denklemini gbzerek, A matrisinin A dzdegerleri bulunur;
« A 62deger oldugunda
(A-AND)x=0
denklem sistemini gozmekle, A 62degerine karsi gelen x # O d2vektdrleri bulunur;
= Ornek
Asagdidaki matrislerin 62deger ve Szvektorlerini bulunuz
9 2 0 0
a) A= ], by A=11 1 2
-1 0
1T -1 4
[ Cozim:
0 1 10 A 1
a) A-A= - A =
-1 0 0 1 -1 =A
det(A—?\I):|— =A2+1=0
= M=i Ay =—i
A matrisinin iki A7 = i ve Ay = —i 62degerleri vardir.
A —i 1 X1
}\1;'/% (A*—-}WI)X: =0
-1 —i X2

—ix;+x9 =0 .
= . = X2 = ix
—x1—ix3 =0

-{e]-[]-

1
Boylece, A1 = | 2degerine karsi gelen S2vektdr [] "dir
=T i

. i1 X1
7\2 == — (ﬁr—)\zI)X: =0
-1 i X2
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MNiimerik Analiz 11. Hafta — Lineer denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

fX1+X2=O .
= — X9 = —IXq

—x1+tixy =0

[-[)- Ll

]
Ay = —i 62degerine karsl gelen S2vektdr [ } "dir
T 1 —

1T-A 2

det(A-AI)=| 1 T-A 2 | =(2=-MN)-
(A-AD) e-»-| " °

1T =1 4a-A
=(2-AN)(6-5A+A%)=0

= 7\1’2 =2, 7\3 = 3.

A matrisinin birisi iki katl olmakla 2 sayida A1 = 2, Az = 3 62degeri vardir.

0O 0 O |x
M2=2 = (A-M2D)x=0 = |1 -1 2| |xp| =0
1T -1 2 X3

= Xx1—x2+2x3=0 = X1=X2—3X30\

X1 Xy — 3X3 1 -3
Xo| = X2 = (1| x2t | 0 | x3
X3 X3 0 1

A1,2= 2 62degerine karsi gelen lineer bagimsiz iki tane &z2vektdr

1 =3
11 ve | 0 | dor.

1 0 0] [x
A3=3 = (A-A3Dx=0 = |0 —2 2| |xp| =0P

-—X1:O
= —2x9 + 2x3 =0 = x1=0, x3 = x3

X1—Xx2+x3=0
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11. Hafta - (ineer denklem cistemleri igin iterasyon yontemler:

Niimerib Analiz
X1 0 o)
xo| = |x2| = | 1] X2
X3 X2 1
0
A3 = 3 62dederine karsi gelen 62vektor |1 |’dir.
1

“Claude notu: x1 — x5 + 2x3 = 0 denkleminden muhtemelen x; = x5 — 2x3 olmali (bu durumda ikinci 82vektdr

(-2, 0, 117 oluy).
PClaude notu: A — 3T matrisinin ikinci satir muhtemelen (1, =2, 2] olmali (ikinci denklem x7 — 2x5 + 2x3 = 0

olurdu; x; = 0 oldugu igin sonug degismez).
n X n boyutlu A matrisinin
AN, o Am
A=a+ib

Al = Va2 + b2

6zdegerleri bulunsun.
V(A.) = MO\X{P\T(/ D] [}\Ml}i

sayisina A matrisinin spektral yarigap (radius) denir.

1
] matrisinin 6zdegderleri A\; = i ve Ay = —i olduguna gdre [A7| = 1 ve

Ornedin o) A=

Aol = 1 oldugundan, spektral yarigap

r(A) = max{1,1} =1 olur.

1 a
olduguna gdre Spektral yarigap
r(A) = max{2,3} = 3 olur.

2
1
1

Yakinsak Matrister.

n x n boyutlu A = [a;] matrisi igin
A=a-A A matrisleri dizenleyelim
—_——

k kez

A=A-A A=A-A-A ...

[Ak];j ile A€ matrisinin i. satir ve j. situn elemanini isaretleyelim.

E3er her i,j=1,2,.,n igin
lim [A€);=0
k—+00

olursa, diyorlar ki, A matrisi yakinsak matristir

0O O
1 2| matrisinin 6zdederleri A5 = 2 ve Az = 3 olduguna gbre [A 2] = 2 ve [Az] =

Orneb 2

0
A= matrisinin yakinsak matris oldugunu gdsteriniz.

Bl= N=

2
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[ Coziim:
1 1 1 1
p2=p.a=]2 " 70}:[ﬁ0:{40
I 1T 2 1 I
4 2 q4 2 8 4 4 4
1 1 1
PEIRPAPEINE b AR S L2 P R
1 111 3 1
4 2 4 4 16 8
1
L q
At=a.a3= | 1} vs
g 16
1
ak = | 2% O]
L o
Dk+1 2k
Gorildigl Uzere
1 k
lim — =0 ve lim —— =0
k—+oo 2K k—+oo 2kt1

= A yakinsak matristir.

A matrisinin yakinsak olmasi, onun spektral yarigapinin r(A) < 1 olmasi ile gerek ve yeterdir.

(ineer Cebri Denklem cistem igin Jacobi iterasyon yontemi.

n x n boyutlu A = [aij] matrisi verilsin, dyle ki, a;; # O olsun. x = [x1, .. .,xn]T bilinmeyeni ve
b=[by..., by sag tarafi icin

+a12x2+---+amx,,:b1

ag1x1 + [agxg| + -+ agpxn = by

Ax=b &

a,,1x1+a”2x2+--~+=bm

1. denklemin her tarafina aqy, 2. denklemin her tarafina as5 ve s. n. denklemin her tarafina an,’le

bdlirsek 5
a a
X1:_£X2_..._ﬂxn +4‘
an an an
a a b
Xzz_AXT_._ Z”X” +l2‘
a2 a2 a2
a A} nl b
PO L VS O O Y e
Ann Ann Ann

Seklinde veya kisaca

denklem sistemini elde ederiz.
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MNiimerik Analiz 11. Hafta — Lineer denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri
Baslangig iterasyon olarak
0
OLd T LollP
_O_
alirsak (veya x(O) olarak keyfi bir vektsr de alinabilir)
1
(k) Za x(k T)+b I i=12,...,n k=12,...
J;t/
Seklinde iterasyon belirleyebiliriz. Bu iterasyona Jacobi iterasyonu denir. £ iterasyon adimidir.
T_ Ornek 3
—x9 +x3 =1
3xq + 6x2—+2>(3 =0
3x1+ 3x5 + [?x3] = 0
denklem sistemi icin X0 = 0 olmakla Jacobi iterasyon ydntemi uygulayarak ilk 2 iterasyonu
bulunuz
B cb'ziim: 1. denklemi 3 ile, 2. denklemi 6 ile ve 3. denklemi ? ile bdlerek sistemi asagidaki
sekilde yazabiliriz
x| - txo+ Ix3 = % _ 1 1 1
5 3 3 X1 = 3X2—3X3t 3
%X1++%X3:O = )(2:_j 3)(3
%X1+%X2+=O XB:—ixT 72
Simdi Jacobi iterasyonunu belirleyelim:
(& 1 =1y _ T k=1, 1
X=Xy TmgXy + 3
GIERIN CONBIN () 2
x5 ——EXT —§x3 , k=12,
& 2 _3 (=) _ 3 (k1)
30 T3 % |- T %
xgo) =0, x(zo) =0, Xgo) =0
k =1 oldugunda
m_l ©_1 @, 1._
X1’ = 3%~ 33 +§’§
m__1©@_1©_
X2 —5 X-’ §X3 0
(L 130 1340 ]
X3 = —5 X-’ — 5)(2 0
(M QO (M -
X1 = =3, =0, X3 0
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MNiimerik Analiz 11. Hafta — Lineer denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

k = 2 oldugunda

) 1 G 1 1
Alegl g ey
D 1 1 1
NI OB
@L 3 m Bl 13 7| 1
ERNEAEYAREENE

Boylece,

| 3’ 6’ 7
Simdi Jacobi iterasyon formilini matris-vektdr seklinde verelim. Bunun igin A matrisini

x1(2): 1 X(Zz):_T x(32):_1

an a -t A 0/ 0 -0 an 0 -+ O 0 ary -+ A,
a1 A2 -+ Ap a1 O ---0 0] asy - 0] o 0 .. a2
T . . t . . +
Anl Ap2 *° Ann anl Apo - 0 O 0 - am O 0 --- 0
A /A D U
(alt Gggen) (kdsegen) (Ust Uegen)
A=L+D+U

Seklinde yazalim. Bu durumda
Ax=b & (L+D+U)x=b = Dx=—-(L+U)x+b

olur. aj; # 0, i = 1,...,n olduguna gdre det D # O olur ve demek ki, tersi vardir: Her tarafi D Ve
carparsak
x=-D(L+UWx+D b & x=Tyx+cg

elde ediliv. Baslangig iterasyon olarak x° = 0 alirsak, bu denklem Uzerinden
T3=-DN(L+U), <¢3=0D"b

isaretlersek

xO = ToxD 4 cq k=12,...

Seklinde iterasyon belirleyebiliriz.

T3 matrisine Jacobi matrisi denir.

Ornedin bir dnceki Srnekteki

3x1| —x2 +x3 =1 3 -1 1] |x 1
3xp+|bxy[+2x3=0 & |3 6 2| |xo| = |0
3x1+3x5 + |?x3]| = 0 3 3 7| |x3 0
R SR ANR
Sistemi igin
300 0o -1 1
D=10 6 O ve L+U=1(3 0 2
O 0 7 3 3|0
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MNiimerik Analiz 11. Hafta — Lineer denklem cistemleri igin iterasyon yontemleri

1
1 oo

oldugundan ve D= |0 % 0| oldugu igin
o 0 1

Ax=b & (D+L+U)x=b & Dx=—-(L+U)x+b
— T -1
&S x=-D'(L+U)x+D b

T3 g
T 0 0| Jo -1 1 0 -3 %
— 1 1 1
T3=~1012 0 3.0 2|=-|53 0 3
1 3 3
oo i [3 30 32 32 0
1 1
AR
= Jacobi matrisi Ty = —% 0 —% T olor.
3 3
7T
Sorular
1) Asagdidaki matrislerin 62deder ve dz2fonksiyonlarini bulunuz:
-1 2 0
12
o) A= , baAa=|0 3 a
-1 2
O 0 ?

Ayrica bu matrislerin spektral yarigaplarini hesaplayiniz.
2)
X1+ x93 — X3+t Xq = =2
X1+ 84xyg —x3 —xq = —1
—X1—X2+5x3+tx4=0
X1 —Xp+x3+3xq0 =1

Sistemini x(9) = 0 olmakla Jacobi iterasyonu kullanarak ilk iki iterasyonunu bulunuz. Jacobi
matrisini bulunuz.

'Claude notu: bir dnceki satirdaki carpima gére birinci satir muhtemelen [0, %, —%] olmali.
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