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UYARL Bu belge, el yazisi ders notlarindan Clavde (Anthropic) yardimiyla dijitale aktarilmistir.
Yardimcl kaynak olarak hazirlanmistir; hata veya eksik igerebilir. Litfen orijinal notlari ve ders
kaynaklarini esas alin.

NOTICE This document was transcribed from handwritten lecture notes with the help of

Claude (Anthropic). It is meant as a supplementary resource and may contain errors or
omissions. Always check against the original notes and official course material.

Ders 7

Tki ayrik rasgele degisken (X;Y) € X x ) ortak okf ile tam olarak tanmlanabilir.

Pyl y) = PX =, ¥ = 4}
Ozellikleri: Bir tablo verilirse Py y(x,y) Hesaplanmak
1) Pxy(xy)2 0 } istenen kosul incelenir, x veya y yerine
2) Z Pxy(xy) =1 konarak tablodan deger aliniv.
(xy)exXxy
Ornek
P(X+Y=4)=Pxy(1,3) + Pxy(2,2) + Pxy(3)1)
X e[1,4], ¥e[14]

Mavrjinal okf

Px(x) = Z Pxy(x,y)  — y boyunca toplam
yey

Py(y) = Y Pxylxy)  — x boyunca toplam
xeX

Kogullu okf

X'in kosullu okf’si:

Pxy(xY)
PX'Y(le) i PY(g)
Ynin kosullu okf’si:
Pxy(xy)
Pyix(ylx) = ()

Sabit bir x igin
Z Pyix(ylx) = 1

yey
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2incir kurali:

P,y (x,4) = Px(x) Pyix(ylx)
Bayes kural:
Pyix(ylx)

S ver Py ) PGy X

Pxiy(xly) =

Bagimsizlik:

X ve Y ayrik rasgele degiskenleri asagidaki sarti sagliyorsa bagimsizdir

Px,y(x,4) = Px(x) Py(yY)

X ve Y bagimsizsa

Pyix(ylx) = Py(y) ve
Pyiy(xly) = Px(x)"dir

Iki civekls rasqele degicken: Ortak oyf

Tki strekli rasgele dedisen (X,Y) € R? ortak oyf fxy(xy) ile tam olarak tanmlanabilir
PG € A= | oylny)deay
(xy)eh
Ornedin dikdsrtgen bir alan icin

d b
P{la<X<sb c<Ys d}=J J fi y(x y) dx dy

C a
Ozellikleri:
1) fX,Y(XI 9) 20
o0 o0
D | | trmydedy =1
—00 J—00

* Okf bir olasilik degildir." Olasilikla iliskisi asadidaki gibidir:

P{x < X=x+Ax, y<¥=sy+Ay}=fygylxy) AxAy

T integral
Ornek
P{X 2 %Y} = J fxy(x y)dxdy  Ikikatl integral
{(ay)xz by}

Mavrfinal oyf
X'in marjinal oyf’si: Ynin marjinal oyf’si:

(o] o0

600 = | fortay)dy f)= | fetay) s
—00 —00

'Claude notu: muhtemelen “oyf” olmali.
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Ders &

Y’nin kosullu oyf’si:

fyx(ylx) = %g)y)

X'in kosullu oyf’si:

fx y(x,
Fry(xly) = %

Sabit bir x igin Fyx(ylx) Ynin okfsidir. fyx(ylx) = O ve integrali Te esit.

(0.¢]
| Auxtsboay =1
-0

Zincir kurali:
fxy (%, y) = Fx(x) Fyix(ylx)
Bayes kural:
Fyx(ylx)
fuy(xly) =
XY fiooo fy[x(y(u) fx(v)du

fxy(xy) = fx(x) fy(y) = X ve Y bagimsizdir

fx(x)

X ve Y bagimsizsa
Frx(ylx) = fr(y) ve fy(xly) = Fx(x)dir

Bir ayrik ve bir ciirekli rasqele degicken

X okf’si Px(x) olan bir ayrik rasgele degisken olsun. Her X = x igin, Px(x) # O kosullu oyf’si f(ylx)
olan Y sirekli degiskeni olsun.
= Fr(Y) = D Frx(ylx) Px(x)
X

_ fyx(ylx) T Frx(ybx)
Pt = ey O T S Rl ) )

Toplameal Gauss giiviilti kanal

2
X é Y

Gonderilen bit ayrik bir rasgele degisken olarak modellenir:

o 1%0 | P olasilikla
x1,  1—p olasilikla

« Toplamsal girGlty bir Gauss rd/dir 2~ N(O, 05)
« Alinan isaret ¥ = X + 2 seklindedir ve burada X ve 2 bagimsizdir
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Ortak bdf (biribimli dagilim Fonksiyonu)
Iki rd. (X, Y) ortak bdf Fyx y(x,y) ile tam olarak tanmlanabilir.

Fxy(xy) = P{X = x, Y = y}, (xy) € (=00, 00)
Ozellikleri:

« Fxy(xy)20
+ X1 = X2 Ve Yy = Yy olmak Uzere her 2aman Fx y(x1, Y1) < Fxy(x2,Y2)

: x;él\/\oo FX'Y(X' y)=1
- lim Fiy(o9) = Fx(x) ve lim Fioy(xy) = Fy(y)

) 9E>rl/\oo FX,Y(XI 9) =0 ve xgrl/\oo FX;Y(X’ 9) =0

* Bir olayin olasiligl ortak bdf ile belirlenebilir

Ornek: {(x,y):a < x < b, c <y = d} olaymn olasilig

Y
d

P{a <Xs b, c<Ys O(} = Fxly(b, d) — Fxly(a, O{)
- FX,Y(bﬂ C) + FX,Y(“! C)

(X,Y) rasgele degiskenleri sirekli ise

y o x
Fxy(xy) = J J fx y(u, v) du dv
—00 J—00

azFX Y(Xl 9)
fX;Y(X’ g) = a)’(ay

Fxy(xy) = Fx(x) Fy(y)

Ders 1.

Bagimsiz iki ayrik v.d. nin toplam

X ve Y badimsiz iki ayrik rd. ve W = X + ¥ olsun. Wnun dadilimi nedir?

X ~ Px(x) ve ¥ ~ Py(y) tam sayi-degerli r.d/ler olsun. Bu durumda toplamlarinin okf’si:

Pu(w) = > Px(xX)Py(w =x)

X=—00

ad iki okf'nin ayrik
konvolUsyonudur
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X ~ Poisson(Aq) ve Y ~ Poisson(Ay) bagimsiz iki rd. ise bunlarin toplami Wnun okf’sini bulunuz.

o0

Z Px(x) Py(w = x)

Px(x) Py(w — x)
0

\|

Pw

\|

X:
w (w—x)
= )ﬁ( A1, }\27 A2
> o T The
il !

_ MY ) v w! M\ Ay WX
T [° X;xl(w-x)l(mmz) <A1+7\2>

1

pVI/(W) = (}\1 ";/V)[\Z)W e—(7\1+)\2)

Bagimsiz iki ciirekli v.d. nin toplom

Fa W) E rooo E R LX) an = ro AW = I e

—0

o« X~ N(w, 012) ve ¥~ N(uy, O'%) bagimsiz olsun.
« W=X+Y~N(p+ py, 012 + O'%) olarak bulunur.
Beklenen deger

o X~ Px(x) ayrik bir rd. ve g(x), Xin bir fonksiyonu olsun.

Ela()] = Y 9(x) Px(x)

xeX
o SUrekli rd. X ~ fx(x) igin g(X)in beklentisi
(o]
ela00) = | (3
—0o0

Beklenti dogrusaldir
Elag1(X) + bg2(X)] = a €[91(X)] + P E[92(X)]
g(x) = ¢, bir sabit ise, E[g(X)] = ¢

Var(aX + b) = a? Var(X)

korelasyon ve kovaryans

(X, V) ~ fxy(x,y) ve 9(x, y), x ve y'nin bir fonksiyonu olsun. g(X, Y)'nin beklentisi asagidaki gibi
tanimlaniy.

o067 = | | o udiorto ) cedl

Korelasyon = E[XY] 1T
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X] €[Y]

Eger X = Yise
Cov(X,Y) = Var(X)
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Eder Cov(X,Y) = O ise
X ve Y birbirinden iliskisizdir ve E[XY] = E[X] E[Y]

Var(X) = €[X*] - (E[X))?

* Korelasyon katsayisi

_ Cov(X,Y) _ Cov(X,Y)
PX.y V. Var(X) Var(Y) Ox Oy

X ve Y iliskisizse, Cov(X,Y) = 0, pxy = O olur.

« —1= Pxy = 1dir.

X-€x)_  Y-¢e,

Ox Oy
dogrusal bir fonksiyonu ise pxy = =1'dir.

* pxy bize X'in Y’nin bir dogrusal fonksiyonu olarak ne kadar iyi kestirilebileceginin bilgisini verir.

« Eger pxy = *1ise

Ders ?fDe\ﬁmL

Kogullu beklenti
Iki strekli rasgele degisken (X, Y) ~ fx y(x, y) olsun
ve o)
XY
Fray (X1 4 ATNTI
X|Y( 9) f}/(y)

X'in Y'ye gore okfsi
= Herhangi bir g(x,y) fonksiyonun fyy(xly)ye gdre beklentisi asagidaki gibi tanmlanabilir.

(o.o]

9(x,y) fxpy(xly) dx
o0

Elgx MY =y] = J

alxy) =x

(o]

xfxly(xlg) dx
(0.@)

= €xy =)= |

Bir rasgele degigken olarak kogullu beklenti

« Kosullu beklenti E[g(X, V)IY = y] y’nin bir fonksiyonudur. E[g(X, Y)IY] beklenen dederi ¥ rasgele
degiskenin bir fonksiyonu oldugu igin bir rasgele degiskendir.

EXIY)=2= ! ;y’nim oyf’si bulmak igin Ynin dogrusal bir fonksiyonun, Z = aY + b, okf’si igin

buldugumuz formild kullanabiliriz.

Z2=aY+b = fr= |;(fy<za;b>

2Clavde notu: muhtemelen = olmali (p = +1 icin isaretler aynicy).
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Kogullu beklentinin ortalamas:

Ey[elax, Y]] =
- | etata iy = i)ty
Ornek
— T1_
fy

Yenilenen bekfenti:

Ey[Exyla(X, MIV]] = E[9(X, V)
Burada Eyqy, fyy(xly)'ye gdre beklentidir.

kogullu varyans

(X,Y) rd!leri igin {Y = y} olarak verildiginde X’in kosullu varyansi asagidaki gibi tanimlanr

Var(XY) = €[x?|Y] - (€[X[YD2

Mowment iireten fonkeiyonlar

« Bir X rasgele degiskenin olasilik dagilimina ait dénisim asagidaki gibi tanimlaniy:

Z > Py(x), X ~ Px(x) ise
Mx(s) = €[] = ¢ %
J e f(x)dx, X~ fx(x) ise

—00
+ Bu ddnlsime moment Ureten fonksiyon denir.
« s =jwigin (j = V-1 ve w gergek) dénisim, Mx(jw) karakteristik fonksiyon adini alir.

Wix(s) Mx(jw)
~— ~——
Laplace Fourier

1 Orneb
X ~Bern(p) olsun. Px(1) = p, Px(0)=1-p

1
My(s) =7 = €[] = Y e“Py(k)
k=0

=(-p)+tpe’

= Orneb

X ~ Poisson(]), olsun

k

Px(k) = % e k=012,...
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o0
Mx(s) = €[] = ) &P (k)
k=0
€o k S\k
AC o (e ?\)
— sk A_ A
e - ay PON —T)
= Ornek

X ~Exp(A) olsun

o(s— 7\)x
=A s—A<O
=IO\ (
s— -s
= Ornek
X ~ N, 02) olsun
) = e 5
x(X) = e 20
vV 2mo?
My(s) Joo i # e
x(s) = e e 20 X
—00 27‘[02
o0 1 _X2—2ux—20'25>(+p.2
= J e 202 dx
= 210
CY252 00 1 (X—(u+502))2
= ettt J e 202 dx
—oc0 V270
0'25
= ghst

Tiirev ireten fonkeiyonun ozellikleri

X ~ Px(x) olsun. Mx(s)nin s'ye gdre birinci dereceden tirevi:
Q) = i = i sX
MX (S) dSMX(S) dsge PX(X)
= erSXPX(x)
X
Bu tUrevin s = O’daki degeri bize birinci momenti verir.

mP(0) = 3 xPx(x) = €X)
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Tirev almay tekrarlasak

m& (0) = e[x]

O(k
——M(s)| =Y X Px(x)

dsk I-o
Ders 10

Coklu rasgele degigkenler

X1, X2, ..., Xn ayni olasilik vzayinda tanimlanmis rasgele degiskenler olsun

Ayrik ise ortak okf
Pxi KX (X1 X024 - ooy Xn)  seklinde tanmlanir

Surekli ise ortak oyf
'[X1,X2,...,Xn (XTI X2I olp -IXVI)

« Mavrjinal oyf (okf)ler {X7, X2, ..., Xn¥nin bir alt kimesinin ortak oyf’sidir.
« n = 3 igin marjinal oyf’ler

i, (1) Fxy (x2) Fixs (x3), Fxyx, (X1, X2)
Fc, x5 (X1 X3), Fxy x5 (X2, X3)

o0
Fi 5, (X1, x2) = J Fi X% (X1, X2, X3) dx3
-0

oyf, okf, zincir kurali, bdf, Bayes de galisir

Bag“/mr:z/lé

X1, X2, ..., Xn rasgele degiskenleri eder ortak okfloyf/bdf'leri marjinallerin garpimi seklinde
yazilabiliyorsa bagimsizdir.

n
Ftrrenn 1 k) = | ] i 057)
i=1

X1,X2,...,Xn rasgele degiskenleri bagimsiz ve tirdes dagilimli, eger bagimsiz ve ayni marjinal
dagilim sahiplerse

n
Ftrreon 51 xn) = | [ i)

i=1

Rasgele degickenlerin ictatictiblerinin kestivimi

X'in ortalamasini kestirmek icin
I
Xn=— ) X
2 mi; ,

X'in ikinci momentini kestirmek icin:

x
=
W

,, n
rOIR
i=1
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P(X € A) olasiigini kestirmek igin x; € A iken y; = 1 diger durumlarda y; = O olan bir degdisken
tanimlayalim.

L1 1 &
P(A) = ;ZQ;‘
i=1

« (X, Y)nin korelasyonunu kestirmek igin

1
C :72 St
n ”i—1X19/

o Gekil: Bu saufa basili materyal iceriyor (6r. ders slayt); dijitallestirilmed..
(Yapistinilmig slayt pargasi: dagilimlarin 0 parametreleriyle tanimlanmasi
ve Bern, Geom, Binom, Poisson, Unif, Exp, N igin parametre tablosu.)
(orijinal notta, s. 2)

En biyiik olabifirlik kestirimi

« X~ Px(x;0) ve 0 parametresi bilinmiyor olsun.

. 0y kestirmek igin Px(x; 0) dagiimindan bagimsiz ve tirdes Uretilmis egitim veri kimesi {x;};
kullanalim.

« En blylk olabilirlik kestiriminde egitim veri kUmesini Ureten olabilirligi (likelihood) en biylk
yapacak sekilde 0 segilir.

L(O) = P, Xy Xn X1 X205+ w1 X3 ),

n
= [ [ Px(xi0)
i=1
Daha siklikla olabilirligin logaritmasi en blyUklenir.

£(0) = nL(0) = i n Px(x;; 0)

i=1

Ders 10 devam

Ornek
FX~ Bern(p) ve p parametresi bilinmiyor olsun. p’yi Bern(p) dagilimindan badimsiz ve tirdes

Claude ile dijitallestirildi - hata igerebilir / Digitised with Claude - may contain errors 10/ 22



Olasilik ve Rastaelelik Final igin not — Ders 7-12

olarak Uretilmis egitim veri kimesi {x;}7_, kullanarak EOK ile bulalim

L(P) = H Bem(p) = pri(-, _ P)T—xi

i=1 i=1

Up) = Y lnpXi(1—p)

i=1
n n
= anin + (1 —p)Z(T - Xj)
=1 i=1

= nxlnp + (n— nx)n(1-p)

,’Vl
Burad _:*E ;
urada X ”Hx,

Olabilirligi en bUylk yapan p'yi bulmak igin {(p)nin tirevini alip sifira esitleyelim

3

= Orneb (Gauss parametrelerin EOK<i)
X~ N(y, 02) ve 0 = (11, 02) parametreleri bilinmiyor olsun

(1,09 = [T 02 = [T g e 55
L(w,0%) = N(w, %) = e 20
2
= j= v 27mo
n 2
1 _ximw)
U, 02) = (n e 20°
( ) ; V2mo?2
n
_ 1 1, o (xi-w?
—-Z—ELHZW—ELV\G ez

i=1

_ n[ 2 ”t 2 . (XI'_M)Z
’—EW 7'[—5 no —;202

Olabilirligi en biyik yapan fi ve 62%yi bulmak igin £(1, o2)nin 1 ve 02’ye gdre kismi tirevlerini
alip sifira esitleyelim!

—F -0
2
ou = O
1 n
fi=— Xj
n
i=1
Nwo?) _ n ¢« (-w
+ 0
002 202 ; 204
n 3 n
n v (-1 2 _ 1 2
szZ o4 v ’;Z(Xi—ﬁ)

i=1 i=1
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Racgele degigkenlerin toplammn ortalamas:

X1,X2, ..., Xn rasgele degiskenlerinin toplami ¥ = 3 7. X; olsun. Toplamlarinin ortalamasi

asagidaki gibidir:
n n
ey = E[Zx,} =Y exy
i=1 i=1

= Ornek

Binom rasgele degiskenlerinin ortalamasi

=Y exl=Y p=mp

i=1 i=1

Ornet ortalamas: kestiviminin ortafamas

1T L.
Xp = — ZX;’olir. Ornek ortalamasinin beklentisi:
f i=1

E[Xn] = 6[ Zx}:%Ze[x}

i=1

Rasgele degigkenlerin toplammn varyans:

X1,X2, ..., Xn rasgele degiskenlerin toplami ¥ = 3, X;. Toplamlarinin ortalamasi® asadidaki
gibidir.

Var(Y) = E[O’ e[v))?]
= Z Var(X;) + Z Z Cov(X;, X))

i=1 j#i
Eder rasgele dediskenler bagimsizsa tim i # j igin Cov(Xj, Xj) = 0 olacadindan

Var(Y) = Z Var (X;)

i=1

E & Gekil-Basili slayt parcasi (dijitallestirilmedi): Binom rasgele degiskeninin i
i varyansi drnedi (X; bagimsiz ve tirdes dadilimli Bern(p), ¥ = Y X; binom). !
i (orijinal notta, s. 3) i

Var(v) = > Var(x) = 3 p(1-p) = np(1~p)
i=1 i=1

3Clavde notu: muhtemelen “varyanst” olmal.
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Ornek ortalamas: kestiriminin varyans:

& Gekil: Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): bagdimsiz ve tirdes E
dadilimli X1, ..., X, icin 8rnek ortalamasi X, = %in tanimi. !
(orijinal notta, s. 3) ':

n
Var(Xy) = iz Z Var(X;)
n
i=1
Var(X;) = Var(X), i =1,...,n oldugundan

Var(Xy) = '\/o\;(X)

Markov egitsizligi
X 2 0 rasgele degiskeni pozitif ve sonlu bir ortalamasi E[X] olsun. Bu durumda a > 1 sayisi igin

PLX 2 al[X]} < ;

= Ornek
X 2 0 rasgele degiskeni bir bélgede yasayan bir insanin yasi olsun. Bu bdlgede yasayan
insanlarin yas ortalamasi E[X] = 35 ise nifusun ne kadar 20 ve Uzerindedir. Cevabi tam

I Ornek
X 2 0 ve E[X] = 1 olsun. Markov esitsizligine gore

1
P{X =10} = —
{ FE s

Simdi X'in bir Ustel dadilima sahip oldugunu kabul edelim. X ~ Exp(1) ise E[X] = 1 olur.
P{X 2 10} olasiligi kesin olarak hesaplayabiliriz.

1
PiX210}=e0%455107° < &

« Buna ragmen X rd. hakkinda bildigimiz tek sey ortalamasi ise Markov esitsizligi elde
edebilecegimiz en iyi siirdir.

Chebychev egitsizligi

X 2 0 rasgele degiskenin sonlu bir ortalamasi E[X] ve varyansi 0")2< olsun. Bu durumda a > 1 sayisi
icin:

1
P{X - E[X]l 2 aox} = —
a
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& Gekil-Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): Grnek — bir entegre
devrenin parametresi X (ortalama E[X], varyans 0)2(); X ortalamadan 3oy
veya daha fazla vzaksa devre standart disi; P{IX — E[X]| 2 30k} nedir?

(orijinal notta, s. 3)

PLX — E[X]| 2 3oy} = %

Chebyshev esitsizligi cok genis bir sinir verebilir

X2 0,€E[X]=0veoy=1olsun

1
P{X| =z 3} = e

Simdi X'in bir Gauss dadiima sahip oldugunu kabul edelim. X ~ N(0,1) ise E[X] = O ve ox = 1'dir.
P{IX| 2 3} olasiigini kesin olarak hesaplayabiliriz.

P{X| 2 3} = P{X 2 3} + P{X = -3}
=20(-3)=2(1-d(3)~2-103 « %

Buna ragmen X r.d. hakkinda sadece ort ve varyansi biliyorsak chebyshev esitsizligi elde
edebilecegimiz en iyi sinrdir.

Ders 11

Limit teoremler

Biiyiik cayilarin zayif yasas:

i ” Gekil: Bu sayfa basili materyal iceriyor (8. ders slayty); dijitallestirilmedi.
E (Bu sttunda basili slayt pargalar: biylk sayilarin zayif yasasi teoremi

i ve Chebyshev ile gdsterimi, givenirlik aralig), anketdr problemi,

| merkezi limit teoremine gjiris; yalnizca el yazisi kisimlar aktarildi)

li (orijinal notta, s. 3)

Givenirlik arahdi

— Ornek
e = 0,Tox ve § = 10~2 olsun. Bu durumda
2 2
o o
_ %% _ X - 105

n =
e 10-3.0,01 03

10° 6rnek secilirse Xy, E[X]'in £0,T0x civarinda 0,999 givenirligi ile kalmasini sadlar.
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Olasilik ve Rastaelelik

Givenirlik arahgi: Anketér problemi
1-0,95 = 0,05

Chebyshev esitsizligini kullanirsak

- . Var(Xa) _ o2
P{Rn—E[X)l = e} 2 1-8=1- =0 =1 %

« Bernoulli r.d/nin varyansi O")2< = p(1—p)dir. p parametresini bilmiyoruz ama p O ile T arasinda
oldugundan 0)2< = p(1-p) = 0,25 olacaktir. (Markov).

Boylece
_ 0,25

P{X,-pl=0,01}321-0,0521- —"
Wn = pl ¥ 1(0,01)2

0,05 = ﬂ

n(0,01)2

0,25
2 =5119%

"~ 0,05(0,01)2

Gauss rasgele degigkenlerinin toplam

Bir Gauss rd. X ~ N(, 02) igin okf:

‘ 1 _ =)
x(x) = T

Gauss r.dllerin bazi kullanisli 8zellikleri vardir.

« E8er Y =aX+bise Y~ N(ap+ b, a2c5?) olur.
- Eder X1,X2,...,Xn badimsiz ve X; ~ N(w;, 07) ise W = Y L1 X ~ N(Zf'ﬂ M Yy 6,.2) olur

. Gausslarin adirliklandiritmis toplami W = 3L, a;X; da yine bir gausstur.

Ders ’IJ aievam:

Standart toplom
" ortalama
N 1 Xi— €[X]
: Vi T Ox
T ornek sayisi i=1 T varyans

Zn standard bir r.d/dir ¢inki E[2,] = O ve O'%” =

- 12
« 2n Srnek ortalamasi X, = " fo cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:
i=1

Claude ile dijitallestirildi + hata igerebilir / Digitised with Claude + may contain errors

Final igin not — Ders 2-12

15/ 22



Olasilik ve Rastaelelik Final igin not — Ders 7-12

Merkez limit teoremi (MLT)

P & Gekil: Bu saufa basili materyal iceriyor (6. ders i
slayty); dijitallestirilmedi. (Merkezi limit teoremi ve '.
aclklamasi basili; yalnizca el yazisi drnekler aktarildi) :,
(orijinal notta, s. 4) i

— Ornek
Bem(%) p = E[X] 02 =p(1-p)=0,25, 0=0,5
1/2
1T « [ xi—€[x]
Pn B —— LT =]
" Vn ; Ox
1 &« (Xi—05), . . ]
By B — nin bdf’si 2~ N(0,1)’e yakinsar.
ni= 0,5
1= Ornek
X1, X2, ..., Xa'ler bagimsiz ve tirdes dagilimli tekdize rd!leri, U[-1,1] olsun. Bunlarin standart
T = [ X
toplami 2, = — L |"nin oyf’si 2 ~ N(0,1)e yakinsar.
" Vn ; («/1/3)

MULT ile givenirlik arahd:

|
& Gekil: Basili slayt pargalan (dijitallestirilmedi): MLT ile n'nin I:
kestirilmesi (6 = 2®@(—ey/nfox) formilU slaytta kirmizi gergeveyle |
isaretlenmis), e = 0.dox, & = 10732 6rnedi (n = 1089) ve :l
"“MLT ile givenilirlik araligi: Anketdr problemi” slayt (n = A604). E
(orijinal notta, s. 4) :I

Ders 12

7 Gekil-Basili slayt pargalar (dijitallestirilmed): “Ayrik 2amanli rasgele

surecler: Ornek” (X[n] = 2", 2 ~ U[0,1]; 6rnek diziler) ve “Strekli 2zamanli

rasgele siregler” (X(€) = accos(wt + ), © ~ U[0,27]; drnek fonksiyonlar).
(orijinal notta, s. 4)
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Ortalama ve oziligki [otakore/aryon ) Fonkeiyonlar:

« Ortalama fonksiyonu: wuy(¢) = E[X(6)], t € T igin
- Oziliski/otokorelasyon fonksiyonu:

Rx(t1, t2) = ELX(&1) X(€2))

« Otokovaryans fonksiyonu:

Cx (&1, €2) = E[(X(t1) — ux(t1)) (X(€2) — mx(€2))]
= Cx(tn €2) = Rx(&y, €2) — mx(tr) ux(€2)

T Ornek
X(t) = acos(wt + O)

ux(€) = E[acos(wt + ©)]

27

27 1
= J axcos(wt+©®) — dO=0
0 — oyf genligi

Ry (&1, ¢2) = E[X(t1) X(€2)]

2m o2
= J — cos(wty + ©) cos(wt, + O) dO
0 27

\

21 “2
JO an [COS (w(ty + 3) + 20) + cos (w(ty — tz))}o{@

062
- cos (w(t —¢2))

\|

Duragan rasgele ciregler

« X(&7) (veya X[n]) rasgele sUrecinin ortak oyf (okf), bdf gibi tim sonlu dereceden dagilimlari
2amanla dedismiyorsa tam anlamda (kesin) duragan denir.

o X(€) (veya X[n]) rasgele strecin ortalama ve otokorelasyon fonksiyonlari. Zamanla
degismiyorsa genis anlamda duragandir
« E[X(6)] = 1, 2amandan bagimsiz

« Ry (t1,t2) sadece T = t5 — £, 2aman farkin bir fonksiyonudur.
- E[(X(1)?] < o0

Bir sireg tam anlamda duragan ise ayni 2amanda genis anlamda duragandir

Gauss rasgele ciregleri

! I
i & Gekil: Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): Gauss rasgele i
i sUreci tanimi; Gauss sirecinin ortalama ve otokorelasyon i
': fonksiyonuyla istatistiksel olarak tanimlanmasi; Gauss ':
i sUrecinde tam ve genis anlamda duraganligin ayni olmasi. :
i (orijinal notta, s. 4) i
|
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Olasilik ve Rastaelelik Final igin not — Ders 7-12

Genig anlamda duragan cirecin otokorelosyon fonksiyonu

« X(t) genis anlamda duragan bir sireg olsun. Bu durumda otokorelasyon Rx(t1, t2), Rx(t) olarak

ifade edilir.

1) Rx(t) gergek dederlidir. Ry (1) = Ry(—7)
2) Rx(7)| = Bx(0) = €[X2(6)], X(t)nin ortalama gicy
3) T# 0igin Ry(T) = Rx(0) ise Rx(t) periyodik ve dolayisiyla X(¢) T ile periyodiktir.

& Gekil:Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): Grnek —
rasgele fazli periyodik X(¢) = «acos(wt + B) sirecinin
otokorelasyon fonksiyonu da periyodiktir, Ry(t) = 9‘; cos(wr).
(orijinal notta, s. 4)

i & Gekil-Basili slayt (dijitallestirilmedi): “Hangi fonksiyon Ry(t) olabilir?”
i — 8 grafik: (1) e (x 2 0), (2) e, (3) 1 = 0’da cukur olan cift bir

| edri, (4) sincT, (S) T periyotlu Uggen dalga, (6) 271 () [T, T] araliginda
i dikddrtgen, (8) sabit 1. Grafiklerin Uzerindeki el yazisi notlar asagida.

E (orijinal notta, s. 4)

1) ¢ift degil, olamaz x

2) T = 0da maks deger aliv, gifttir v/

3) ¢ifttir ama T = O’da maks dederini almaz x
4) 1t = 0'da maks deger aliv, gifttir v/

S) ¢ift, T = 0’da maks, T ile periyodik v/

6) ¢ift, T = O'da maks v

?) ¢ift, T = O'da maks v

8) ¢ift, T = O'da maks v

Otokorelasyon fonksiyonun yorumv

& Gekil-Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): Ry(T) hizli
azaliyorsa orneklerin iliskisizlesmesi, yavas azaliyorsa yiksek
iliskili olmasl; Ry, (T) (dar tepe) ve Ry, (T) (9enis tepe) grafikleri.
(orijinal notta, s. 4)

Ders 12 devam

Clavde ile dijitallestirildi « hata igerebiliv / Digitised with Claude + may contain errors

—

18/ 22



Olasilik ve Rastaelelik Final igin not — Ders 7-12

Gig spektral yofunlugu

Genis anlamda duragan bir rasgele siireg X(¢)'nin gig spektral yogunlugu Ry(t)nun Fourier

dénUsimidur.
(e.0]

() = J Ryc(1) e T2 i

—00
Ayrik zamanli bir strecin X[n], otokorelasyon fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir

Rx[k] = E[X[n + k) X[n]]

ve gU¢ spektral yogunlugu Ry k] min ayrik-zamanli Fourier déntsimidor.

[e.0]
Sx(el®) = Z Ry[k] e Ik, —M<w<mn
k=—00
ters fourier dénisimi ise
w .
Ry () = J (P &2 dif
—00

2 [K] = Jﬂﬂ S () ¥ d

Ozellikleri

> Gekil: Bu sayfa basili materyal iceriyor (8r. ders slaytr); dijitallestirilmedi.

Gic spektral yogunlugunun Szellikleri slaytl ve “Ders 12” etiketli
(GUg sp yogunlug Y

isin Ry ve Sx(f) grafikleri; yalnizca el yazisi kisimlar aktarildi.)

I

|

I

|

|

2

i iki 8rnek grafik slayt: Ry(t) = e ¥t ve py(1) = % coswt
|

I

': (orijinal notta, s. 5)

I

— Ornek
w .
SX(O - e—ocl”tl e—jZthT e
J—o0
rO o0
- X T e—j27‘[fT dt + J oot e—j27TfT dt
J—o0o 0
O . w .
- glo—j2mfyt g o J o~ (@tj2mAT 4o
J—o0o 0
S B Lt L B T3 P20 ]
o« —j2nf —c0 o+ j2mf 0
_1-0 o-1 _ 1 N 1
x—j2nf  o+j2nf o—j2nf o+ j27f
2x
S, =
% o + (27f)2

& Gekil: Basili slayt parcasi (dijitallestirilmedi):
= 27 dizisi ve Sy(e?) = % grafikleri.
(orijinal notta, s. 5)

2
—
~
—
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Olasilik ve Rastaelelik Final igin not — Ders 7-12

k(@)= Y rufk]e k= Y ol gjwk

k=—00 k=—00
fo'e) -1
L TN® —jwk TN —jwk
=) (3) 7+ X (3) ¢
k=0 k=—00

Tkinci toplamda m = —k donistmi yapilsin

502 L (3e) 4 2 6"
k=0 m=1

1 1
:1 1 -jw+ ] 1dw—1
g€ -2
= . o
1-Jed®  \1-1ow

R Lt
1-Jedw 71— Lo
1- %ejw + (T - %e_jw) %ejw
(=3 (-3
-3 3
T—cosw+% S—4cosw

o0

Beyaz giriilti cireci

i & Gekil: Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): beyaz girilty E
i sUreci igin Ry(t) = %6(’() ve Sx(f) = %1 grafikleri, agiklayici i
i maddeler ve beyaz Gauss girUltd sireci (WGN) tanimi. EL |
| yazist not: Sy (f) = % ifadesinden okla “Strecin gucy”. ,:
i (orijinal notta, s. 5) i

o e e L e e L e L L L L e e L L e e e L e e U e L e e e L L D e e L A e e e e L L LN L e LU L L L L Ll \
Il qiriilti

A P A ol D o 0 o D Ao P D s A P e Do PR A o

: » Gekil: Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): R direncindeki 1sil E

:. gurltinln, Sy(f) = 2kTR gUg spektral yogunluklu beyaz Gauss :

i gUrultdlo V(€) gerilim kaynagiyla modellenmesi ve devre semasi. i

| (orijinal notta, s. 5) i
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Olasilik ve Rastaelelik Final igin not — Ders 7-12

i & Gekil: Basili slayt pargasi (dijitallestirilmedi): “Ortak olarak genis

i anlamda duragan rasgele siregler” — gapraz-korelasyon Ryy (), dzelligi

E Rxy(T) = Ryx(—T) ve gapraz-gi¢ spektral yogunlugu Sxy(f) = F{Rxy(T)}.
: El yazisi eklemeler: Ryy(t1,t2) = Ryy(€1 + Tt + T) ifadesinin sonuna
L= g[X(6) Y(E2)) ve Byy(T) = Ryx(—T) yanina “X ve Yin yeri nemlidir”
i (orijinal notta, s. 5)

= Onek
X(t) = xcos(wt + O) ve Y(¢t) = asin(wt + O)

Ry (b1, t2) = E[a? cos(wt; + B) sin(we; + O)]
o(2 27
= JO [sin (w(E + £2) + 20) — sin (w(t; - tz))}o{@

2
= —% sin (w(ty — ¢2))

Dogrusal zamanla-degigmeyen cistemlerin genis anlamda. duragan cireglere yanit:

h(€) : birim dUrtl yaniti
H() = F{h(t)} : frekans yaniti

X(t) —— h() +—>Y(t)

Sistemin gikisi konvolUsyon ile bulunur

Y(E) = X(6) + h(b) = JOO X() h(E = 7) dt

—00

= JOOOO X(t =) h(7) dt

€
Ryx(x) = EYE+ DX(O)
=le UOO M) X(E+ T — ) X() du

\|

JOO h(0) EX(E +T = 0)X(®)] du

—00

- JOO h(u) Ry (- ) do

Ryx () = h(T) * Rx(T)
Y(&)nin ortalamasi
e[Y(0)] = eX(O) H(0)
Y(¢)'nin otokorelasyonu:
Ry () = ELY(€ + 1) Y(6)]
= h(=t) x Ryx(7)
= h(=t) x h(T) x Ry(T)
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